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Î ïîäñòðóêòóðàõ

Ïóñòü A è B � σ-ñòðóêòóðû. Ãîâîðÿò, ÷òî A ÿâë. ïîäñòðóêòóðîé B,
à B � ðàñøèðåíèåì A, è ïèøóò A 6 B, åñëè A ⊆ B è idA ÿâëÿåòñÿ
âëîæåíèåì A â B. Èòàê, A 6 B òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà:

I cA = cB äëÿ êàæäîãî c ∈ Constσ;

I f A = f B �Am äëÿ êàæäîãî m-ìåñòíîãî f ∈ Funcσ;

I PA = PB ∩ An äëÿ êàæäîãî n-ìåñòíîãî P ∈ Predσ.

Ïîíÿòíî, ÷òî S ⊆ B ÿâëÿåòñÿ íîñèòåëåì (íåêîòîðîé) ïîäñòðóêòóðû
B, åñëè è òîëüêî åñëè:

i. cB ∈ S äëÿ êàæäîãî c ∈ Constσ;

ii. f B [Sm] ⊆ S äëÿ êàæäîãî m-ìåñòíîãî f ∈ Funcσ.
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Çàìå÷àíèå

Â ñëó÷àå, êîãäà S ⊆ B óäîâëåòâîðÿåò (i�ii), ñîîòâ. ïîäñòðóêòóðà îïðå-
äåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî; ïîýòîìó ïîäñòðóêòóðû íåðåäêî îòîæäåñòâëÿþò

ñ èõ íîñèòåëÿìè ïðè óñëîâèè, ÷òî îáúåìëþùàÿ B ôèêñèðîâàíà.

Ïðèìåð

Ïóñòü A � ÷.ó.ì. Òîãäà âñå ïîäñòðóêòóðû A òàêæå ñóòü ÷.ó.ì. Êðîìå
òîãî, òàêèå ñâîéñòâà êàê ëèíåéíîñòü è ôóíäèðîâàííîñòü áóäóò íàñëå-
äîâàòüñÿ ïðè ïåðåõîäå ê ïîäñòðóêòóðàì.

Ïðèìåð

Ïóñòü A � àáåëåâà ãðóïïà â ñèãíàòóðå 〈=; +2,−1; 0〉. Òîãäà ïîäñòðóê-
òóðû A ñóòü â òî÷íîñòè ïîäãðóïïû A. Áåç − â ñèãíàòóðå, îäíàêî, ýòî
áûëî áû íåâåðíî, ïîñêîëüêó ìîãóò îòñóòñòâîâàòü îáðàòíûå.
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Ãîâîðÿò, ÷òî A ÿâë. ýëåìåíòàðíîé ïîäñòðóêòóðîé B, à B � ýëåìåí-
òàðíûì ðàñøèðåíèåì A, è ïèøóò A 4 B, åñëè A 6 B è äëÿ ëþáûõ
Φ (x1, . . . , xk) ∈ Formσ è (a1, . . . , ak) ∈ Ak ,

A  Φ [~x/~a] ⇐⇒ B  Φ [~x/~a].

Î÷åâèäíî, A 4 B âëå÷¼ò Th (A) = Th (B).

Òåîðåìà (Ë¼âåíãåéìà�Ñêîëåìà, î ïîíèæåíèè ìîùíîñòè)

Ó âñÿêîé σ-ñòðóêòóðû åñòü ýëåì. ïîäñòðóêòóðà ìîùíîñòè 6 |Formσ|.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Âîçüì¼ì κ := |Formσ|. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìû áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî Predσ ñîäåðæèò =. . . .
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Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå).

Ïóñòü A � ïðîèçâîëüíàÿ σ-ñòðóêòóðà. Äëÿ ëþáûõ Φ (x1, . . . , xk , y) ∈
Formσ è (a1, . . . , ak) ∈ Ak ïîëîæèì

JΦ (~a, y)K := {a ∈ A | A  Φ [~x/~a, y/a]}.

Îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 〈Sn : n ∈ N〉 ïîäìíîæåñòâ A ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì.

a. Åñëè n = 0, òî Sn � íåêîòîðîå ôèêñèðîâàííîå ïîäìíîæåñòâî A
ìîùíîñòè 6 κ.

b. Åñëè n = m + 1, òî Sn := Sm ∪ range ηm, ãäå ηm � êàêàÿ-íèáóäü
ôóíêöèÿ âûáîðà äëÿ

{JΦ (~a, y)K | ~a ∈ S∗m è A  ∃y Φ [~x/~a]}.

. . .
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Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå).

Ïî ïîñòðîåíèþ ìû èìååì S0 ⊆ S1 ⊆ S2 ⊆ . . . Âîçüì¼ì

S :=
⋃
n∈N

Sn.

Ïîíÿòíî, ÷òî äëÿ ëþáûõ Φ (x1, . . . , xk , y) ∈ Formσ è (a1, . . . , ak) ∈ Sk ,

A  ∃y Φ [~x/~a] =⇒ A  Φ [~x/~a, y/a] äëÿ íåêîò. a ∈ S . (∗)

Äàëåå, S ÿâëÿåòñÿ íîñèòåëåì íåêîòîðîé ïîäñòðóêòóðû A:

I äëÿ êàæäîãî c ∈ Constσ âåðíî A  ∃y c = y , îòêóäà cA ∈ S ;

I äëÿ êàæäîãî m-ìåñòíîãî f ∈ Funcσ è ëþáîãî ~a ∈ Sm èìååò
A  ∃y f (~x) = y [~x/~a], à ïîòîìó f A (~a) ∈ S .

. . .
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Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç S ïîäñòðóêòóðó A ñ íîñèòåëåì S . Çàìåòèì, ÷òî

|Sn| 6 κ äëÿ âñåõ n ∈ N.

Ýòî ëåãêî óñòàíîâèòü ïî èíäóêöèè:

I î÷åâèäíî, |S0| 6 κ;
I åñëè |Sn| 6 κ, òî |Sn+1| 6 |Sn|+ |Formσ| · |S∗n | 6 κ+ κ · κ = κ.

Îòñþäà |S | =
∣∣⋃

n∈N Sn
∣∣ 6 ℵ0 · κ = κ.

Íàêîíåö, èñïîëüçóÿ (∗), íåòðóäíî ïîêàçàòü èíäóêöèåé ïî ïîñòðîåíèþ
Φ (x1, . . . , xk) ∈ Formσ, ÷òî äëÿ ëþáûõ (a1, . . . , ak) ∈ Sk ,

S  Φ [~x/~a] ⇐⇒ A  Φ [~x/~a].

Òàêèì îáðàçîì, S 4 A.
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Ñëåäñòâèå

Äëÿ âñÿêîãî Γ ⊆ Sentσ,

y Γ åñòü ìîäåëü ⇐⇒

ó Γ åñòü ìîäåëü ìîùíîñòè íå áîëåå ÷åì |Formσ|.

Âìåñòå ñ òåì, â ñèëó òåîðåìû î ñèëüíîé ïîëíîòå `, ìû ìîæåì çàìå-
íèòü ¾ó Γ åñòü ìîäåëü¿ íà ¾Γ íåïðîòèâîðå÷èâî¿.

Óïðàæíåíèå

|Formσ| = max {|Predσ| , |Funcσ| , |Constσ| ,ℵ0} = max {|σ| ,ℵ0}.
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Ïðèìåð

Â ñëó÷àå, êîãäà |σ| 6 ℵ0, ìû èìååì

Γ íåïðîòèâîðå÷èâî ⇐⇒

ó Γ åñòü íå áîëåå ÷åì ñ÷�åòíàÿ ìîäåëü.

Ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùåå:

I ó ìíîæåñòâà âñåõ ïðåäëîæåíèé, èñòèííûõ â ñòàíäàðòíîé ìîäåëè
ãåîìåòðèè G, åñòü ñ÷�åòíàÿ ìîäåëü;

I ó ìíîæåñòâà âñåõ ïðåäëîæåíèé, èñòèííûõ â ñòàíäàðòíîì êîëüöå
R ñ íîñèòåëåì R, åñòü ñ÷�åòíàÿ ìîäåëü;

I ó ZFC åñòü ñ÷�åòíàÿ ìîäåëü (åñëè ZFC íåïðîòèâîðå÷èâà).
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Ñëåäñòâèå

Äëÿ âñÿêîãî Γ ⊆ Sentσ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

i. ó Γ åñòü áåñêîíå÷íàÿ ìîäåëü;

ii. äëÿ êàæäîãî êàðäèíàëà κ > |Sentσ| ó Γ åñòü ìîäåëü ìîùíîñòè κ.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî Predσ ñîäåðæèò =.

ii =⇒ i Î÷åâèäíî. . . .
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Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå).

i =⇒ ii Ïóñòü ó Γ åñòü áåñêîíå÷íàÿ ìîäåëü, è κ > |Sentσ|. Çàôèêñè-
ðóåì êàêîå-íèáóäü ìíîæåñòâî S ìîùíîñòè κ. Îáîçíà÷èì

σS := σ ∪ {s | s ∈ S},

ãäå s ñóòü íîâûå (ïîïàðíî ðàçëè÷íûå) êîíñòàíòíûå ñèìâîëû, íå ïðè-
íàäëåæàùèå Constσ; ôîðìàëüíî σS çàäà¼òñÿ ðàâåíñòâàìè

ConstσS
= Constσ ∪ {s | s ∈ S},

FuncσS
= Funcσ, PredσS

= Predσ è arityσS
= arityσ.

. . .
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Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå).

Ðàññìîòðèì σS -òåîðèþ

Γ′ := Γ ∪
{
s1 6= s2 | {s1, s2} ⊆ S è s1 6= s2

}
.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî Γ′ ëîêàëüíî âûïîëíèìî. Çíà÷èò, îíî âûïîëíèìî, à
ïîòîìó ó Γ′ åñòü ìîäåëü A ìîùíîñòè íå áîëåå ÷åì |FormσS

| = κ. Ïðè
ýòîì äëÿ ëþáûõ {s1, s2} ⊆ S ,

s1 6= s2 =⇒ s1
A 6= s2

A;

îòñþäà |A| > |S | = κ. Ñòàëî áûòü, |A| = κ. Î÷åâèäíî, σ-îáåäíåíèå A
îêàæåòñÿ ìîäåëüþ Γ ìîùíîñòè κ.

Ïðèìåð

Ó Th (N) åñòü ìîäåëè ëþáîé áåñêîíå÷íîé ìîùíîñòè.
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Postlude: Òåîðåìû î íåïîëíîòå

I Â êà÷åñòâå áåãëîãî îáçîðà ìîæåò âûñòóïàòü ëåêöèÿ 14 â ¾ÌË
I: Âåñíà 2020¿; ïîäðîáíîñòè ñì. â ¾ÌË II: Îñåíü 2020¿.

I Ìåòîäû, èñïîëüçóåìûå â äîêàçàòåëüñòâàõ òåîðåì î íåïîëíîòå,
ïîä÷åðêèâàþò òåñíóþ ñâÿçü ìåæäó âûâîäèìîñòüþ è âû÷èñëè-
ìîñòüþ. Íàïðèìåð, â ðàáîòàõ Ã�åäåëÿ ïîÿâèëèñü ¾ïðèìèòèâíî
ðåêóðñèâíûå ôóíêöèè¿. Èç íèõ ïîòîì âûðîñëè ¾ðåêóðñèâíûå
ôóíêöèè¿ � îäíà èç ôîðìàëèçàöèé âû÷èñëèìîñòè.

I Ýòè ìåòîäû âäîõíîâëÿëè ìíîãèõ èññëåäîâàòåëåé, â òîì ÷èñëå
Ñòèâåíà Êëèíè, Ðîçó Ïåòåð è Àëàíà Òüþðèíãà.
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