
1 Âûâîäèìîñòü â àðèôìåòèêå Ïðåñáóðãåðà

Óïðàæíåíèå 1

Äëÿ êàæäîãî n ∈ N+ âûâåäèòå â òåîðèè ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûõ ãðóïï:

x 6= 0 −→ nx 6= 0.

Óïðàæíåíèå 2

Ïîêàæèòå, ÷òî â òåîðèè ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûõ ãðóïï àêñèîìà

∀x ∀y ∀z (x < y < z → x < z)

âûâîäèìà èç îñòàëüíûõ àêñèîì, åñëè ê íèì äîáàâèòü ∀x ∀y (x > 0 ∧ y > 0→ x+ y > 0).

Óïðàæíåíèå 3

Âûâåäèòå â PrA: (x+ y) + z = x+ (y + z).

Óïðàæíåíèå 4

Âûâåäèòå â PrA:

i. 0 + x = x;

ii. s (x+ y) = s (x) + y;

iii. x+ y = y + x.

Óïðàæíåíèå 5

Âûâåäèòå â PrA: 0 < x ∨ 0 = x.

Óïðàæíåíèå 6

Âûâåäèòå â PrA: x < y → s (x) < s (x).
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Óïðàæíåíèå 7

Âûâåäèòå â PrA:

i. x 6< x;

ii. x < y ∧ y < z → x < z;

iii. x 6= y → x < y ∨ y < x.

Óïðàæíåíèå 8

Âûâåäèòå â PrA: x < y ↔ x+ z < y + z.

Óïðàæíåíèå 9

Âûâåäèòå â PrA:

i. x < s (x);

ii. y 6 x ∨ s (x) 6 y.

Óïðàæíåíèå 10

Âûâåäèòå â PrA: x = y ↔ x+ z = y + z.

Óïðàæíåíèå 11

Âûâåäèòå â PrA: x < y ↔ ∃!z (z 6= 0 ∧ x+ z = y).
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2 Ðåø¼òêè

Ðàññìîòðèì ñèãíàòóðó
σ := 〈∧,∨; =〉.

Îáîçíà÷èì çà L ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç óíèâåðñ. çàìûêàíèé ñëåäóþùèõ σ-ôîðìóë:

� x ∧ y = y ∧ x;

� x ∨ y = y ∨ x;

� x ∧ (y ∧ z) = (x ∧ y) ∧ z;

� x ∨ (y ∨ z) = (x ∨ y) ∨ z;

� x ∨ (x ∧ y) = x; %çàêîí ïîãëîùåíèÿ

� x ∧ (x ∨ y) = x. %çàêîí ïîãëîùåíèÿ

Ïîä ðåø¼òêàìè ïîíèìàþòñÿ ìîäåëè L.

Óïðàæíåíèå 1

Âûâåäèòå â L çàêîíû èäåìïîòåíòíîñòè:

a. x ∧ x = x;

b. x ∨ x = x.

Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ:

x 6 y := x ∧ y = x;

Inf (x, y, z) := z 6 x ∧ z 6 y ∧ ∀u (u 6 x ∧ u 6 y → u 6 z);

Sup (x, y, z) := x 6 z ∧ y 6 z ∧ ∀u (x 6 u ∧ y 6 u→ z 6 u).

Èíòóèòèâíî: åñëè 6 îïðåäåëÿåò ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê, òî Inf îïðåäåëÿåò èíôèìóì îòíîñè-
òåëüíî 6, à Sup � ñóïðåìóì.

Óïðàæíåíèå 2

Âûâåäèòå â L: x 6 y ↔ x ∨ y = y.

Óïðàæíåíèå 3

Âûâåäèòå â L:

a. x 6 x;

b. x 6 y → (y 6 z → x 6 z);

c. x 6 y → (y 6 x→ x = y).
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Óïðàæíåíèå 4

Âûâåäèòå â L:

a. x ∧ y = z ↔ Inf (x, y, z);

b. x ∨ y = z ↔ Sup (x, y, z).

Äëÿ êàæäîé ðåø¼òêè L âîçüì¼ì

6L :=
{

(a, b) ∈ L2 | L  a 6 b
}

è îáîçíà÷èì çà O (L) ÷.ó.ì. 〈L;6L〉. Ìû áóäåì íàçûâàòü ÷.ó.ì. 〈A;6A〉 ðåø¼òî÷íûì, åñëè
ó âñÿêîãî êîíå÷íîãî ïîäìíîæåñòâà A åñòü èíôèìóì è ñóïðåìóì îòíîñèòåëüíî 6A.1

Óïðàæíåíèå 5

i. Äëÿ ëþáûõ ðåø¼òîê L1 è L2,

L1 = L2 ⇐⇒ O (L1) = O (L2).

ii. Äëÿ êàæäîãî ðåø¼òî÷íîãî ÷.ó.ì. A íàéä¼òñÿ ðåø¼òêà L òàêàÿ, ÷òî O (L) = A.

Äàëåå, ðåø¼òêà íàçûâàåòñÿ:

� äèñòðèáóòèâíîé, åñëè â íåé èñòèííû

� ∀x∀y ∀z (x ∧ (y ∨ z) = (x ∧ y) ∨ (x ∧ z)) è

� ∀x∀y ∀z (x ∨ (y ∧ z) = (x ∨ y) ∧ (x ∨ z));

� îãðàíè÷åííîé, åñëè â íåé èñòèííû

� ∃u∀x (u ∧ x = u) è %∃u∀x (u 6 x)

� ∃u∀x (x ∨ u = u). %∃u∀x (x 6 u)

Ïóñòü L � îãðàíè÷åííàÿ äèñòðèáóòèâíàÿ ðåø¼òêà. Âîçüì¼ì

0 := inf
6L

L è 1 := sup
6L

L.

Ïîä äîïîëíåíèåì a ∈ L â L ïîíèìàåòñÿ b ∈ L òàêîé, ÷òî a ∧ b = 0 è a ∨ b = 1. Äîïîëíåíèå
ìîæåò è íå ñóùåñòâîâàòü, ðàçóìååòñÿ.

Óïðàæíåíèå 6: åäèíñòâåííîñòü äîïîëíåíèé

Ïóñòü L � îãðàíè÷åííàÿ äèñòðèáóòèâíàÿ ðåø¼òêà. Òîãäà äëÿ ëþáûõ a, b, c ∈ L,

a ∧ b = a ∧ c = 0 è a ∨ b = a ∨ c = 1 =⇒ b = c.

Çäåñü è äàëåå ìû ïèøåì ∧ è ∨ âìåñòî ∧L è ∨L âî èçáåæàíèå çàãðîìîæäåíèÿ òåêñòà.

1Äîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû ó âñÿêîãî {a, b} ⊆ A áûëè èíôèìóì è ñóïðåìóì îòíîñèòåëüíî 6A.

4



Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ÷.ó.ì. 〈A;6A〉 ðåø¼òî÷íî ïîëîí, åñëè ó âñÿêîãî ïîäìíîæåñòâà A
åñòü èíôèìóì è ñóïðåìóì îòíîñèòåëüíî 6A.

Óïðàæíåíèå 7

Ïóñòü A � ðåø¼òî÷íî ïîëíûé ÷.ó.ì., à f � ãîìîìîðôèçì èç A â A. Âîçüì¼ì

F := {a ∈ A | f (a) = a}.

Òîãäà èíäóöèðîâàííûé ÷.ó.ì. F ñ íîñèòåëåì F òàêæå ðåø¼òî÷íî ïîëîí.

Çàìå÷àíèå. Ñîîòâåòñòâåííî ðåø¼òêó L íàçûâàþò ïîëíîé, åñëè ó êàæäîãî ïîäìíîæåñòâà L åñòü

èíôèìóì è ñóïðåìóì îòíîñèòåëüíî 6L. Ðàçóìååòñÿ, óïðàæíåíèå 7 ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü â

òåðìèíàõ ðåø¼òîê. Ýòîò ðåçóëüòàò èãðàåò âàæíóþ ðîëü â òåîðåòè÷åñêîé èíôîðìàòèêå.
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3 Áóëåâû àëãåáðû

Ðàññìîòðèì ðàñøèðåííóþ ñèãíàòóðó

σ′ := 〈0, 1;∧,∨,¬; =〉.

Îáîçíà÷èì çà BA ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç ýëåìåíòîâ L, à òàêæå óíèâåðñàëüíûõ çàìûêà-
íèé ñëåäóþùèõ σ′-ôîðìóë:

� x ∧ (y ∨ z) = (x ∧ y) ∨ (x ∧ z);

� x ∨ (y ∧ z) = (x ∨ y) ∧ (x ∨ z);

� 0 ∧ x = 0;

� x ∨ 1 = 1;

� x ∧ ¬x = 0; %àêñèîìà äîïîëíåíèÿ

� x ∨ ¬x = 1. %àêñèîìà äîïîëíåíèÿ

Ïîä áóëåâûìè àëãåáðàìè ïîíèìàþòñÿ ìîäåëè BA. Çíà÷èò, σ′-ñòðóêòóðà B ÿâëÿåòñÿ áóëå-
âîé àëãåáðîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà σ-îáåäíåíèå B � îãðàíè÷åííàÿ äèñòðèáóòèâíàÿ
ðåø¼òêà, â êîòîðîé ó êàæäîãî ýëåìåíòà åñòü äîïîëíåíèå, ïðè÷¼ì:

◦ 0B � íàèìåíüøèé ýëåìåíò, à 1B � íàèáîëüøèé ýëåìåíò;

◦ ¬B � ôóíêöèÿ, ñîïîñòàâëÿþùàÿ âñÿêîìó ýëåìåíòó B åãî äîïîëíåíèå.2

Ðàçóìååòñÿ, òàê êàê â òåîðèè ðåø¼òîê x ∧ y = x ðàâíîñèëüíî x ∨ y = y, àêñèîìû äëÿ íàè-
ìåíüøåãî è íàèáîëüøåãî ýëåìåíòîâ ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

� 0 ∨ x = x;

� x ∧ 1 = x.

Îíè â íåêîòîðîì ñìûñëå ÷óòü ñèëüíåå, ÷åì èñõîäíûå àêñèîìû.

Óïðàæíåíèå 1

Îáîçíà÷èì çà BA? ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç óíèâåðñ. çàìûêàíèé ñëåäóþùèõ σ′-ôîðìóë:

� çàêîíû êîììóòàòèâíîñòè;

� çàêîíû äèñòðèáóòèâíîñòè;

� 0 ∨ x = x;

� x ∧ 1 = x;

� àêñèîìû äîïîëíåíèÿ.

Òîãäà [BA?] = [BA], ò.å. BA? äåäóêòèâíî ýêâèâàëåíòíî BA. Òàêèì îáðàçîì, â BA? âûâîäèìû
çàêîíû àññîöèàòèâíîñòè è çàêîíû ïîãëîùåíèÿ.

2Êàê ìû çíàåì, ýòî äîïîëíåíèå åäèíñòâåííî.
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Óïðàæíåíèå 2

Âûâåäèòå â BA: ¬0 = 1 è ¬1 = 0. %çäåñü ¬ - ôóíêöèîíàëüíûé ñèìâîë

Óïðàæíåíèå 3

Âûâåäèòå â BA: ¬¬x = x. %çäåñü ¬ - ôóíêöèîíàëüíûé ñèìâîë

Óïðàæíåíèå 4

Âûâåäèòå â BA çàêîíû äå Ìîðãàíà:

i. ¬ (x ∧ y) = ¬x ∨ ¬y;

ii. ¬ (x ∨ y) = ¬x ∧ ¬y.

Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ

x⊕ y := (x ∧ ¬y) ∨ (y ∧ ¬x) è x� y := x ∧ y.

Íà áóëåâû àëãåáðû ìîæíî ñìîòðåòü êàê íà îñîáîãî ðîäà êîëüöà:

Óïðàæíåíèå 5

Âûâåäèòå â BA:

i. x⊕ (y ⊕ z) = (x⊕ y)⊕ z;

ii. x⊕ y = y ⊕ x;

iii. x⊕ 0 = x;

iv. x⊕ x = 0; %ò.å. x èãðàåò îáðàòíîãî ïî ⊕

v. x� (y � z) = (x� y)� z;

vi. x� y = y � x;

vii. x� 1 = x;

viii. x� (y ⊕ z) = (x� y)⊕ (x� z);

ix. x� x = x. %â êîëüöàõ ýòî íàçûâàþò èäåìïîòåíòíîñòüþ
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Óïðàæíåíèå 6

Âûâåäèòå â BA:

i. x ∧ y = x� y;

ii. x ∨ y = x⊕ y ⊕ (x� y);

iii. ¬x = x⊕ 1.
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4 Áóëåâû êîëüöà

Îáîçíà÷èì ÷åðåç BR ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç:

� àêñèîì òåîðèè êîëåö (íå îáÿçàòåëüíî êîììóòàòèâíûõ, íî ñ åäèíèöåé);

� ∀x (x · x = x).

Ïîä áóëåâûìè � èëè èäåìïîòåíòíûìè � êîëüöàìè ïîíèìàþòñÿ ìîäåëè BR.

Óïðàæíåíèå 1

Â BR âûâîäèìû:

i. x+ x = 0;

ii. x · y = y · x.

Óïðàæíåíèå 2

Ïóñòü A � áóëåâî êîëüöî ñ |A| > 3. Òîãäà â A åñòü íåíóëåâûå äåëèòåëè íóëÿ.

Óïðàæíåíèå 3

Ãðóïïó íàçûâàþò áóëåâîé, åñëè â íåé èñòèííî ∀x (x ◦ x = e), ò.å. âñå å¼ ýëåìåíòû èìåþò ïî-

ðÿäîê 2. Ïîêàæèòå, ÷òî âñÿêàÿ áóëåâà ãðóïïà êîììóòàòèâíà.

Äëÿ êàæäîé áóëåâîé àëãåáðû B îáîçíà÷èì ÷åðåç R (B) áóëåâî êîëüöî ñ íîñèòåëåì B,
â êîòîðîì

0R(B) := 0,

1R(B) := 1,

+R(B) := λa.λb. [a⊕ b],
· R(B) := λa.λb. [a� b],
−R(B) := λa. [a],

ãäå 0, 1, ⊕ è � â ïðàâûõ ÷àñòÿõ èíòåðïðåòèðóþòñÿ êàê â B.

Óïðàæíåíèå 4

i. Äëÿ ëþáûõ áóëåâûõ àëãåáð B1 è B2,

B1 = B2 ⇐⇒ R (B1) = R (B2).

ii. Äëÿ êàæäîãî áóëåâà êîëüöà A íàéä¼òñÿ áóëåâà àëãåáðà B òàêàÿ, ÷òî R (B) = A.

Áîëåå òî÷íàÿ ôîðìóëèðîâêà ïîëó÷åííîãî ðåçóëüòàòà òàêîâà: BA è BR âçàèìíî èíòåð-
ïðåòèðóåìû äðóã â äðóãå (áåç ïàðàìåòðîâ). Íî ìû îñòàíîâèìñÿ íà äîñòèãíóòîì.
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5 Âåùåñòâåííî çàìêíóòûå ïîëÿ

Âîçüì¼ì â êà÷åñòâå σ ñèãíàòóðó óïîðÿäî÷åííûõ êîëåö/ïîëåé, ò.å.

σ := 〈0, 1; +,−, · ;<,=〉.

Ïóñòü R � ñòàíäàðòíàÿ σ-ñòðóêòóðà ñ íîñèòåëåì R. Äàëåå, îáîçíà÷èì ÷åðåç RCF ìíîæå-
ñòâî, ñîñòîÿùåå èç àêñèîì ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûõ ïîëåé, σ-ïðåäëîæåíèÿ

∀x (0 < x→ ∃ux = u · u),

à òàêæå âñåõ σ-ïðåäëîæåíèé âèäà

∀u (un 6= 0→ ∃x pn (x;u) = 0),

ãäå n íå÷¼òíî.3 Ìîäåëè RCF íàçûâàþò âåùåñòâåííî çàìêíóòûìè ïîëÿìè.

Óïðàæíåíèå 1

Âûâåäèòå â òåîðèè ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûõ êîëåö:

x 6= 0 −→ 0 < x · x.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè 0 6= 1, òî 0 < 1 · 1 = 1.

Óïðàæíåíèå 2

Âûâåäèòå â òåîðèè ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûõ ïîëåé:

x < y −→ ∃ux < u < y.

Óïðàæíåíèå 3

Äëÿ ëþáîãî áåñêâàíòîðíîãî σ-ïðåäëîæåíèÿ Φ:

i. åñëè R  Φ, òî â òåîðèè ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûõ ïîëåé âûâîäèìî Φ;

ii. åñëè R 1 Φ, òî â òåîðèè ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûõ ïîëåé âûâîäèìî ¬Φ.

Íà ñàìîì äåëå, çäåñü äàæå íå íóæíû îáðàòíûå ïî óìíîæåíèþ.

Íàïîìèíàþ, ÷òî (íåóïîðÿäî÷åííîå) ïîëå íàçûâàþò àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì, åñëè â
í¼ì èñòèííû âñå ôîðìóëû âèäà

∀u (un 6= 0→ ∃x pn (x;u) = 0),

ãäå n 6= 0. Îòìåòèì áåç äîêàçàòåëüñòâà:

3Çäåñü pn (x;u) îáîçíà÷àåò
∑n

i=0 uix
i.
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Ôàêò

Äëÿ ëþáîãî ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîãî ïîëÿ F ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

i. F âåùåñòâåííî çàìêíóòî;

ii. F êàê ïîëå íå ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì, íî åãî ðàñøèðåíèå F
[√
−1
]

àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî.

Óïðàæíåíèå 4

Äëÿ ëþáîãî ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîãî ïîëÿ F ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

i. F âåùåñòâåííî çàìêíóòî;

ii. â F èñòèííî ∀x (0 < x→ ∃uu · u = x), à òàêæå âñå σ-ïðåäëîæåíèÿ âèäà

∀x ∀y ∀u (x < y ∧ pn (x;u) · pn (y;u) < 0→ ∃z (x < z < y ∧ pn (z;u) = 0)),

êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïîëèíîìèàëüíóþ âåðñèþ òåîðåìû î ñðåäíåì çíà÷åíèè.

Îòñþäà ïîëó÷àåòñÿ àëüòåðíàòèâíàÿ àêñèîìàòèçàöèÿ êëàññà âñåõ âåùåñòâåííî çàìêíó-
òûõ ïîëåé. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî äåäóêòèâíîå çàìûêàíèå êàæäîé èç ýòè àêñèîìàòèçà-
öèé ñîâïàäàåò ñ Th (R), â ñèëó ýëèìèíàöèè êâàíòîðîâ.
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6 Âûâîäèìîñòü â àðèôìåòèêå Ïåàíî %ñì. òàêæå PrA

Óïðàæíåíèå 1

Âûâåäèòå â PA:

i. x · (y + z) = x · y + x · z;

ii. (x+ y) · z = x · z + y · z.

Óïðàæíåíèå 2

Âûâåäèòå â PA: (x · y) · z = x · (y · z).

Óïðàæíåíèå 3

Âûâåäèòå â PA:

i. 0 · x = 0;

ii. x · y + y = s (x) · y;

iii. x · y = y · x.

Óïðàæíåíèå 4

Âûâåäèòå â PA: z 6= 0→ (x < y ↔ x · z < y · z).

Óïðàæíåíèå 5: âñïîìîãàòåëüíîå

Âûâåäèòå â PA: y 6= 0→ x 6 x · y.

Óïðàæíåíèå 6

Ïîä ïðèíöèïîì âîçâðàòíîé èíäóêöèè ïîíèìàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü âñåõ ôîðìóë âèäà

∀x ((∀u < x) Φ (x/u)→ Φ (x/x))→ ∀xΦ.4

Ïîêàæèòå, ÷òî âñå òàêèå ôîðìóëû âûâîäèìû â PA.

4Äëÿ óäîáñòâà ìû áóäåì íåðåäêî ïèñàòü Φ (t) âìåñòî Φ (x/t) (õîòÿ ñ ôîðìàëüíîé òî÷êè çðåíèÿ ýòî íå
âïîëíå êîððåêòíî).
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Óïðàæíåíèå 7

Ïîä ïðèíöèïîì ìèíèìàëüíîãî ýëåìåíòà ïîíèìàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü âñåõ ôîðìóë âèäà:

∃xΦ (x/x)→ ∃x (Φ (x/x) ∧ ¬(∃u < x) Φ (x/u)).

Ïîêàæèòå, ÷òî âñå òàêèå ôîðìóëû âûâîäèìû â PA.

Óïðàæíåíèå 8

Ïóñòü Γ ñîñòîèò èç óíèâåðñàëüíûõ çàìûêàíèé ñëåäóþùèõ ôîðìóë:

� x < s (x);

� x 6= 0→ ∃y x = s (y); %ýòî ëåãêî âûâîäèòñÿ â PrA

� âñåõ ôîðìóë èç ïðèíöèïà ìèíèìàëüíîãî ýëåìåíòà.

Ïîêàæèòå, ÷òî ñõåìó àêñèîì (îáû÷íîé) èíäóêöèè ìîæíî âûâåñòè â Γ.

Óïðàæíåíèå 9

Âûâåäèòå â PA: ∀x ∀y (y 6= 0→ (∃!u) (∃!v < y)x = y · u+ v).

Ââåä¼ì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

x | y := ∃ux · u = y;

Irred (x) := x 6= 0 ∧ x 6= 1 ∧ ∀u (u | x→ u = 1 ∨ u = x);

Prime (x) := x 6= 0 ∧ x 6= 1 ∧ ∀u∀v (x | u · v → x | u ∨ x | v).

Çäåñü èñïîëüçóåòñÿ êîëüöåâàÿ òåðìèíîëîãèÿ (îò àíãë. ¾irreducible¿ è ¾prime¿).

Óïðàæíåíèå 10

Âûâåäèòå â PA: Irred (x)↔ Prime (x).

Óïðàæíåíèå 11

Âûâåäèòå â PA: x 6= 1→ ∃u (Prime (u) ∧ u | x).

Íàêîíåö, ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ ïðîñòûõ ÷èñåë áåñêîíå÷íî:

Óïðàæíåíèå 12

Âûâåäèòå â PA: ∀x ∃y (Prime (y) ∧ x < y).

Ìîæíî ïðîäîëæèòü ðàçâèâàòü ýëåìåíòàðíóþ òåîðèþ ÷èñåë â PA (ââåñòè í.î.ä., í.î.ê.,
âûâåñòè ñîîòíîøåíèå Áåçó äëÿ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë è òàê äàëåå è òîìó ïîäîáíîå). Äåëàòü
ìû ýòîãî, îäíàêî, íå áóäåì.

13



7 Σ1-îïðåäåëèìîñòü

Ïóñòü R ⊆ N`. Âîçüì¼ì

σRA := σA ∪ {R}
= 〈0; s,+, · ;<,=, R〉,

ãäå R � íîâûé `-ìåñòíûé ïðåäèêàòíûé ñèìâîë. Îáîçíà÷èì ñòàíäàðòíóþ σRA -ñòðóêòóðó ñ
íîñèòåëåì N ÷åðåç NR (çäåñü R èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê R). Ðàçóìååòñÿ, ìîæíî ãîâîðèòü î
∆0- è Σ1-îïðåäåëèìîñòè â NR. Àíàëîãè÷íî äëÿ f : N` → N.

Óïðàæíåíèå 1

Ïóñòü R ⊆ N` ÿâëÿåòñÿ ∆0-îïðåäåëèìûì â N. Òîãäà, åñëè ìíîæåñòâî ∆0-îïðåäåëèìî â NR,

òî îíî ∆0-îïðåäåëèìî â N.

Óïðàæíåíèå 2

Ïóñòü f : N` → N òàêîâà, ÷òî:

� ãðàôèê f ÿâëÿåòñÿ ∆0-îïðåäåëèìûì â N;

� Nf  ∀̃ f (u1, . . . , u`) 6 t äëÿ íåêîòîðîãî σA-òåðìà t.
5

Òîãäà, åñëè ìíîæåñòâî ∆0-îïðåäåëèìî â Nf , òî îíî ∆0-îïðåäåëèìî â N.

Âñïîìíèì, ÷òî ôóíêöèåé Ã¼äåëÿ íàçûâàþò γ : N2 → N, äåéñòâóþùóþ ïî ïðàâèëó

γ (n, i) := rest (left (n), 1 + (i+ 1) right (n)).

Ñ ïîìîùüþ êèòàéñêîé òåîðåìû îá îñòàòêàõ íåòðóäíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå.

Óïðàæíåíèå 3

Äëÿ êàæäîãî n ∈ N è ëþáîãî (b0, . . . , bn) ∈ Nn+1 ñóùåñòâóåò a ∈ N òàêîå, ÷òî

γ (a, 0) = b0, . . . , γ (a, n) = bn.

Óïðàæíåíèå 4

Ïóñòü R ⊆ N` ÿâëÿåòñÿ ∆1-îïðåäåëèìûì â N. Òîãäà, åñëè ìíîæåñòâî ∆1-îïðåäåëèìî â NR,

òî îíî ∆1-îïðåäåëèìî â N.

5Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âñå ïåðåìåííûå, âõîäÿùèå â t, ñîäåðæàòñÿ ñðåäè u1, . . . , u`.
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Óïðàæíåíèå 5

Ïóñòü f : N` → N òàêîâà, ÷òî å¼ ãðàôèê ÿâëÿåòñÿ ∆1-îïðåäåëèìûì â N. Òîãäà, åñëè ìíîæå-

ñòâî ∆1-îïðåäåëèìî â Nf , òî îíî ∆1-îïðåäåëèìî â N.

Âñïîìíèì, ÷òî A ⊆ N` íàçûâàåòñÿ äèîôàíòîâûì, åñëè îíî îïðåäåëèìî â N íåêîòîðîé
σA-ôîðìóëîé âèäà ∃~y t1 = t2, ãäå t1 è t2 ñóòü òåðìû.

6

Óïðàæíåíèå 6

Ïóñòü A,B ⊆ N` äèîôàíòîâû. Òîãäà A ∪B è A ∩B äèîôàíòîâû.

Çàìå÷àíèå. Âìåñòå ñ òåì äîïîëíåíèå äèîôàíòîâîãî ìíîæåñòâà íå îáÿçàíî áûòü äèîôàíòîâûì,

â ñèëó òåîðåìû Ì.�Ð.�Ä.�Ï.

Óïðàæíåíèå 7

Ïîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå óñëîâèÿ çàäàþò äèîôàíòîâû ìíîæåñòâà:

a. x íå ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ äâîéêè;

b. x íå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì;

c. x ìåíüøå èëè ðàâíî y;

d. x íå ðàâíî y

e. x äåëèò y;

f. x è y âçàèìíî ïðîñòû.

Óïðàæíåíèå 8

Êàæäîå äèîôàíòîâîå ìíîæåñòâî ìîæåò áûòü îïðåäåëåíî â N íåêîòîðîé σA-ôîðìóëîé âèäà

∃~y t1 = t2, ãäå t1 è t2 ñóòü ïîëèíîìû ñòåïåíè 6 4.

Íà ëåêöèÿõ áûëî ââåäåíî îáîçíà÷åíèå

DE (N) :=
{
t1 = t2 ∈ AtσA | N  ∃̃ t1 = t2

}
.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì çàäà¼òñÿ DE (Z), ïðè÷¼ì ìîæíî äàæå íå ìåíÿòü ñèãíàòóðó.

Óïðàæíåíèå 9

DE (N) ≡ DE (Z).

6Â óïðàæíåíèÿõ íèæå íåëüçÿ ïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé Ìàòèÿñåâè÷à�Ðîáèíñîí�Äýâèñà�Ïàòíýìà.
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8 Âûâîäèìîñòü â ìèíèìàëüíîé àðèôìåòèêå

Óïðàæíåíèå 1

Ïóñòü n ∈ N. Òîãäà MA ` n < x↔ x 6= 0 ∧ . . . ∧ x 6= n.

Óïðàæíåíèå 2

Ïóñòü n ∈ N. Òîãäà MA ` ¬n < x↔ (x < n ∨ x = n).

Óïðàæíåíèå 3

Äëÿ ëþáûõ m,n ∈ N:

i. åñëè m < n, òî MA ` x < m→ x < n;

ii. MA ` x < y ∧ y < n→ x < n.

Óïðàæíåíèå 4

Äëÿ ëþáûõ m,n ∈ N:

i. åñëè m < n, òî MA ` n < x→ m < x;

ii. MA ` n < x ∧ x < y → n < y.

Íà ñàìîì äåëå, òåîðåìû Ã¼äåëÿ î íåïîëíîòå ìîæíî áûëî áû ïîëó÷èòü, èñïîëüçóÿ RA.
Âìåñòå ñ òåì ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî MA è RA íå ñðàâíèìû ïî âûâîäèìîñòè:

Óïðàæíåíèå 5

i. [RA] 6⊆ [MA] è

ii. [RA] 6⊇ [MA].

Ïðè ýòîì MA è RA îáå êóäà ñëàáåå, ÷åì PA.

Óïðàæíåíèå 6

Äîêàæèòå, ÷òî íè â MA, íè â RA íåëüçÿ âûâåñòè:

a. (x+ y) + z = x+ (y + z);

b. x+ y = y + x;

c. (x · y) · z = x · (y · z);

d. x · y = y · x.
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Âìåñòî âñåé ñõåìû èíäóêöèè ìîæíî áðàòü å¼ ÷àñòè. Íàïðèìåð:

Óïðàæíåíèå 7: íåîáÿçàòåëüíîå

Îáîçíà÷èì ÷åðåç MAΣ1 ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç óíèâåðñàëüíûõ çàìûêàíèé A1�A8, à òàêæå

óíèâåðñàëüíûõ çàìûêàíèé âñåõ ôîðìóë âèäà

Φ (x/0) ∧ ∀x (Φ (x/x)→ Φ (x/s (x)))→ ∀xΦ, ãäå Φ ∈ Σ1.

Äàëåå, ïîä ñõåìîé îãðàíè÷åííîñòè äëÿ ∆0 ïîíèìàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü âñåõ ôîðìóë âèäà

(∀x < u) ∃yΦ→ ∃v (∀x < u) (∃y < v) Φ, ãäå Φ ∈ ∆0.

Ïîêàæèòå, ÷òî âñå òàêèå ôîðìóëû âûâîäèìû â MAΣ1 .
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9 Âîêðóã 1îé òåîðåìû Ã¼äåëÿ

Óïðàæíåíèå 1: òðèâèàëüíîå

Ïóñòü Γ ⊆ Sent íåïðîòèâîðå÷èâî, è MA ⊆ [Γ]. Òîãäà äëÿ âñåõ f : N` → N è Φ (x1, . . . , x`, y) ∈
Form, åñëè Φ ïðåäñòàâëÿåò f â Γ, òî Φ íóìåðóåò f � èëè òî÷íåå, å¼ ãðàôèê � â Γ.7

Óïðàæíåíèå 2

Ïóñòü Γ ⊆ Sent íåïðîòèâîðå÷èâî, è [Γ] ðàçðåøèìî. Òîãäà ìîæíî íàéòè ïîëíîå ðàçðåøèìîå

íåïðîòèâîðå÷èâîå ∆ ⊆ Sent òàêîå, ÷òî Γ ⊆ ∆.

Çàìå÷àíèå. Ïî àíàëîãèè ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî åñëè Γ íåïðîòèâîðå÷èâî è [Γ] ðàçðåøèìî, òî ó Γ
åñòü âû÷èñëèìàÿ ìîäåëü (ñ íîñèòåëåì N).

7Íà ñàìîì äåëå, âìåñòî MA ⊆ [Γ] äîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü {A1, A2} ⊆ [Γ].

18



10 Âîêðóã 2îé òåîðåìû Ã¼äåëÿ

Ïóñòü Γ ⊆ Sent ðàçðåøèìî. Ìû áóäåì íàçûâàòü ProvΓ ïðàâèëüíûì, åñëè MA ⊆ [Γ], è äëÿ
âñåõ Φ,Ψ ∈ Form:

L1. åñëè Γ ` Φ, òî Γ ` �ΓΦ;

L2. Γ ` �Γ (Φ→ Ψ)→ (�ΓΦ→ �ΓΨ);

L3. Γ ` �ΓΦ→ �Γ�ΓΦ.

Òóò �ΓΦ � ñîêðàùåíèå äëÿ ProvΓ (pΦq), ãäå pΦq îáîçíà÷àåò # (Φ).

Óïðàæíåíèå 1

Ïóñòü ProvΓ óäîâëåòâîðÿåò L2. Òîãäà äëÿ âñåõ Φ,Ψ,Θ ∈ Form,

Γ ` �Γ (Φ→ (Ψ→ Θ))→ (�ΓΦ→ (�ΓΨ→ �ΓΘ)).

Óïðàæíåíèå 2

Ïóñòü ProvΓ óäîâëåòâîðÿåò L1 è L2. Òîãäà äëÿ êàæäîãî n ∈ N è ëþáûõ Φ0, . . . ,Φn ∈ Form,

Γ ` �Γ (Φ1 ∧ . . . ∧ Φn)↔ �ΓΦ1 ∧ . . . ∧�ΓΦn.

Âñïîìíèì, ÷òî ó íàñ èìååòñÿ:

Ëåììà î äèàãîíàëèçàöèè

Äëÿ âñÿêîé Ψ (x) ∈ Form íàéä¼òñÿ Φ ∈ Sent òàêîå, ÷òî

MA ` Φ↔ Ψ (pΦq).

Ñ ïîìîùüþ íå¼ íåòðóäíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå.

Óïðàæíåíèå 3

Ïóñòü ProvΓ � ïðàâèëüíûé, è Γ 0 �Γ⊥. Òîãäà Γ 0 Φ→ �ΓΦ äëÿ íåêîòîðîãî Φ ∈ Sent.8

Óïðàæíåíèå 4: íåïðîñòîå

Ïóñòü ProvΓ � ïðàâèëüíûé. Òîãäà Γ ` �Γ (�ΓΦ→ Φ)→ �ΓΦ äëÿ âñåõ Φ ∈ Sent.

8Íà ñàìîì äåëå, òóò íå íóæíî L3.
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