
1 Ýëèìèíàöèÿ êâàíòîðîâ â óïîðÿäî÷åííîì

ïîëå âåùåñòâåííûõ ÷èñåë

Âîçüì¼ì â êà÷åñòâå σ ñèãíàòóðó óïîðÿäî÷åííûõ ïîëåé, ò.å.

σ := 〈0, 1; +2,−1, · 2;<2,=2〉.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç R ñòàíäàðòíóþ σ-ñòðóêòóðó ñ íîñèòåëåì R. Íàøà öåëü � ïîêàçàòü, ÷òî
Th (R) äîïóñêàåò ýëèìèíàöèþ êâàíòîðîâ.

Ãîâîðÿò, ÷òî S ⊆ Rn ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíûì (èëè ïîëóàëãåáðàè÷åñêèì), åñëè S îï-
ðåäåëèìî â R ïîñðåäñòâîì íåêîòîðîé áåñêâàíòîðíîé σ-ôîðìóëû. Âîçüì¼ì

Pn := {S ⊆ Rn | S ïîëèíîìèàëüíî}.

Äëÿ óäîáñòâà îáîçíà÷èì îáúåäèíåíèå {Pn | n ∈ N} ÷åðåç P . Êàê ìîæíî ëåãêî óáåäèòüñÿ,
ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:

i. Th (R) äîïóñêàåò ýëèìèíàöèþ êâàíòîðîâ;

ii. ïðîåêöèÿ ïîëèíîìèàëüíîãî ìíîæåñòâà ïîëèíîìèàëüíà.

Ïóíêò (ii) ìîæíî åù¼ ïåðåôîðìóëèðîâàòü òàê: P çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî ïðîåêöèé.

Ðàññìîòðèì ðàñøèðåííóþ ñèãíàòóðó

σ∗ := σ ∪
⋃
`∈N+

{
f | f : R` → R

}
,

ãäå f ñóòü íîâûå ôóíêöèîíàëüíûå ñèìâîëû. Îáîçíà÷èì ÷åðåç R∗ ñòàíäàðòíóþ σ∗-ñòðóê-

òóðó ñ íîñèòåëåì R. Ìû áóäåì íàçûâàòü f : R` → R õîðîøåé, åñëè ñóùåñòâóåò àëãîðèòì,
êîòîðûé ïî ëþáûì Ψ ∈ Form◦σ è x ∈ Var ñòðîèò Ψ(x,f) ∈ Form◦σ òàêóþ, ÷òî

Th (R∗) ` Ψ(x,f) ↔ Ψ
(
x/f (u1, . . . , u`)

)
,

ãäå u1, . . . , u` ïîïàðíî ðàçëè÷íû è íå âõîäÿò â Ψ. Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ÷àñòî ïèñàòü
f âìåñòî f . Ðàçóìååòñÿ, åñëè p (x1, . . . , x`) ∈ Q [x1, . . . , x`], òî λ~x. [p (~x)] xîðîøà.

Ëåììà 1.1

Êîìïîçèöèÿ õîðîøèõ ôóíêöèé õîðîøà. Òî÷íåå, ïóñòü

h : Rn → R, g1 : R` → R, . . . , gn : R` → R

õîðîøè. Òîãäà f : R` → R, çàäàííàÿ ïî ïðàâèëó

f (~r) := h (g1 (~r), . . . , gn (~r)),

òàêæå õîðîøà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Ψ ∈ Form◦σ è x ∈ Var. Òàê êàê h õîðîøà, ìû ìîæåì ýôôåêòèâíî
íàéòè Θ0 ∈ Form◦σ òàêóþ, ÷òî

Th (R∗) ` Ψ (x/h (y1, . . . , yn))↔ Θ0.
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Äàëåå, ïîñêîëüêó g1 õîðîøà, ìîæíî ïîñòðîèòü Θ1 ∈ Form◦σ òàêóþ, ÷òî

Th (R∗) ` Θ1 ↔ Θ0 (y1/g1 (~u)).

Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, ìû ñìîæåì ïîëó÷èòü Θ2,Θ3, . . . ,Θn ∈ Form◦σ òàêèå, ÷òî

Th (R∗) ` Θk ↔ Θk−1 (yk/gk (~u)) äëÿ âñåõ k ∈ {2, 3, . . . , n}.

Ïðè ýòîì, êàê ëåãêî óáåäèòüñÿ,

Th (R∗) ` Θn ↔ Ψ (x/ h (g1 (~u), . . . , gn (~u))︸ ︷︷ ︸
f(~u)

).

Î÷åâèäíî, Θn âû÷èñëÿåòñÿ ýôôåêòèâíî ïî Ψ è x.

Ëåììà 1.2

Ïóñòü S1, . . . , Sn ïîëèíîìèàëüíû è îáðàçóþò ðàçáèåíèå R`, à

g1 : R` → R, . . . , gn : R` → R

õîðîøè. Òîãäà f : R` → R, çàäàííàÿ ïî ïðàâèëó

f (~r) :=


g1 (~r) åñëè ~r ∈ S1

. . .

gn (~r) åñëè ~r ∈ Sn,

òàêæå õîðîøà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì êàêèå-íèáóäü áåñêâàíòîðíûå σ-ôîðìóëû

Θ1 (~u), . . . , Θn (~u),

îïðåäåëÿþùèå â R ñîîòâåòñòâåííî S1, . . . , Sn. Ïóñòü Ψ ∈ Form◦σ è x ∈ Var. Òîãäà

Th (R∗) ` Ψ (x/f (~u))↔
n∨
i=1

Θi (~u) ∧Ψ (x/gi (~u)).

Î÷åâèäíî, âûðàæåíèå â ïðàâîé ÷àñòè ýêâèâàëåíòíîñòè ìîæíî ýôôåêòèâíî ïðåâðàòèòü â
áåñêâàíòîðíóþ σ-ôîðìóëó.

Ïðèìåð. Ôóíêöèÿ sgn (¾ñèãíóì¿) õîðîøà. Êðîìå òîãî, äëÿ âñÿêîãî p (x1, . . . , x`) ∈ Q [x1, . . . , x`]
ôóíêöèÿ λ~x. [sgn (p (~x))] xîðîøà.

Äëÿ k ∈ N ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå

pk (x; y) :=
k∑
i=0

yi · xi,

ãäå y � ñîêðàùåíèå äëÿ (y0, . . . , yk). Êîãäà èç êîíòåêñòà ïîíÿòíî, î êàêîì èìåííî k èä�åò
ðå÷ü, èíäåêñ ·k áóäåò îïóñêàòüñÿ.
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Ëåììà 1.3

f : R` → R õîðîøà, åñëè è òîëüêî åñëè ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, êîòîðûé ïî êàæäîìó
k ∈ N âûäà¼ò Ψk (u1, . . . , u`, y) ∈ Form◦σ òàêóþ, ÷òî

Th (R∗) ` Ψk (~u, y)↔ pk (f (~u); y) > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. =⇒ Î÷åâèäíî.

⇐= Ïóñòü Ψ ∈ Form◦σ è x ∈ Var. Èñïîëüçóÿ àêñèîìû ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûõ ïîëåé,
ìîæíî ýôôåêòèâíî ïðåâðàòèòü Ψ â áóëåâó êîìáèíàöèþ àòîìàðíûõ ôîðìóë âèäà

k∑
i=0

ti · xi > 0,

ãäå t1, . . . , tk íå ñîäåðæàò x. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ðàçîáðàòüñÿ ñ òàêîãî ðîäà àòîìàðíûìè
ôîðìóëàìè. Îäíàêî ýòî ïðîñòî, ïîñêîëüêó â Th (R∗):∑k

i=0
ti · (f (~u))i > 0 ←→ pk (f (~u); t0, . . . , tk) > 0

←→ Ψk (y0/t0) . . . (yk/tk),

ãäå Ψk ñòðîèòñÿ ýôôåêòèâíî ïî k.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ div èç R2 â R, äåéñòâóþùóþ ïî ïðàâèëó

div (r1, r2) :=

{
r1/r2 åñëè r2 6= 0

0 èíà÷å.

Èíûìè ñëîâàìè, div � ýòî ïðîñòî λx.λy. [x/y], êîòîðàÿ äîîïðåäåëåíà íóë¼ì.

Ëåììà 1.4

div õîðîøà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü k ∈ N. Òîãäà â Th (R∗):

� åñëè vn > 0, òî ìû èìååì

pk (div (u, v); y) > 0 ←→ vn ·
k∑
i=0

yi · div (u, v)i > 0

←→
k∑
i=0

yi · ui · vn−i > 0;

� åñëè vn < 0, òî pk (div (u, v); y) > 0 ðàâíîñèëüíî
∑k

i=0 yi · ui · vn−i < 0;

� åñëè vn = 0, òî pk (div (u, v); y) > 0 ðàâíîñèëüíî pk (0; y) > 0.

Â ñèëó ïðåäûäóùèõ äâóõ ëåìì, div õîðîøà.
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Äëÿ êàæäîãî k ∈ N ðàññìîòðèì degk : Rk+1 → N, äåéñòâóþùóþ ïî ïðàâèëó

degk (r0, . . . , rk) :=

{
max {i | ri 6= 0} åñëè {i | ri 6= 0} 6= ∅
−1 èíà÷å;

èíûìè ñëîâàìè, degk (r) � ýòî ñòåïåíü pk (x; r).

Ëåììà 1.5

degk õîðîøà äëÿ ëþáîãî k ∈ N.
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Ïóñòü f : R` → Rn. Ðàçóìååòñÿ, ïî f îäíîçíà÷íî ñòðîÿòñÿ ôóíêöèè f1, . . . , fn èç R` â
R òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ~r ∈ R`,

f (~r) = (f0 (~r), . . . , fn (~r)).

Ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî f õîðîøà, åñëè f1, . . . , fn õîðîøè.

Ëåììà 1.6

Äëÿ êàæäîãî k ∈ N íàéäóòñÿ õîðîøèå

f : Rk+1 × Rk+1 → Rk+1 è g : Rk+1 × Rk+1 → Rk+1.

òàêèå, ÷òî â Th (R∗): åñëè deg (z) > 0, òî

p (x; y) = p (x;f (y, z)) · p (x; z) + p (x; g (y, z)),

ïðè÷¼ì deg (g (y, z)) < deg (z).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèÿ ïî k.

Äëÿ êðàòêîñòè ïîëîæèì

p := p (x; y) è q := p (x; z).

Îòíûíå äàâàéòå ñ÷èòàòü, ÷òî deg (z) > 0.

� Ïóñòü k = 0. Òîãäà p = y0 è q = z0. Ïîýòîìó ìû ìîæåì âçÿòü

f (y, z) :=
y0
z0

è g (y, z) := 0,

ãäå y0/z0 îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ div (y0, z0).
1

� Ïóñòü k > 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî deg (z) = n, ãäå n ∈ {0, . . . , k}. Çàìåòèì, ÷òî

p =
yk
zn
· xk−n · q +

(
p− yk

zn
· xk−n · q

)
=

yk
zn
· xk−n · q +

(
k∑
i=0

yi · xi −
n∑
i=0

yk
zn
· xk−n · zi · xi

)

=
yk
zn
· xk−n · q +

(
k∑
i=0

yi · xi −
n∑
i=0

yk
zn
· zi · xk−n+i

)

=
yk
zn
· xk−n · q +

(
k−1∑
i=0

yi · xi −
n−1∑
i=0

yk
zn
· zi · xk−n+i

)
.

Åñëè n = k, òî âòîðîå ñëàãàåìîå � ýòî îñòàòîê îò äåëåíèÿ p íà q. Åñëè æå n < k, òî
âòîðîå ñëàãàåìîå ìîæíî ïîäåëèòü íà q, èïîëüçóÿ èíäóêöèîííóþ ãèïîòåçó.

1Â ÷àñòíîñòè, y0/0 = 0.
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Äëÿ óäîáñòâà â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ó ïîëèíîìîâ ñ íóëåâûìè êîýôôè-
öèåíòàìè êîðíåé íåò.

Ëåììà 1.7: îñíîâíàÿ

Äëÿ êàæäîãî k ∈ N íàéäóòñÿ õîðîøèå

η1 : Rk+1 → R, . . . , ηk : Rk+1 → R è µ : Rk+1 → k + 1

òàêèå, ÷òî â Th (R∗):

� µ (y) ðàâíî ÷èñëó ðàçëè÷íûõ êîðíåé p (x; y);

� η1 (y), . . . , ηµ(y) (y) ñóòü âñå êîðíè p (x; y), ïðè÷¼ì η1 (y) < . . . < ηµ(y) (y).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèÿ ïî k.

Ïóñòü k = 0. Òîãäà p (x; y) = y0, à ïîòîìó µ (y) = 0.

Ïóñòü k > 0. Ðàññìîòðèì

p′ (x; y) := y1 + 2y2 + · · ·+ kykx
k−1.

Â ñèëó èíäóêöèîííîé ãèïîòåçû, äëÿ k − 1 ìîæíî íàéòè ñîîòâåòñòâóþùèå õîðîøèå ôóíê-
öèè; îáîçíà÷èì èõ ÷åðåç ξ1, . . . , ξk−1 è ν. Âîçüì¼ì

κ (y) := ν (y1, 2y2, . . . , kyk) è θi (y) := ξi (y1, 2y2, . . . , kyk),

ãäå i ïðîáåãàåò {1, . . . , k − 1}. Äëÿ êðàòêîñòè ìû áóäåì ïîðîé îïóñêàòü óïîìèíàíèå y.

a. Ïóñòü p′ (x; y) � íóëåâîé ìíîãî÷ëåí. Òîãäà p (x; y) ðàâíî y0 è íå èìååò êîðíåé.

b. Ïóñòü p′ (x; y) � íåíóëåâîé ìíîãî÷ëåí, ïðè÷¼ì κ (y) = 0. Òîãäà deg (y) íå÷¼òíî (òàê
êàê èíà÷å κ (y) 6= 0), à ïîòîìó ó p (x; y) åñòü ðîâíî îäèí êîðåíü.

c. Ïóñòü p′ (x; y) � íåíóëåâîé ìíîãî÷ëåí, ïðè÷¼ì κ (y) 6= 0. Òîãäà p (x; y) êàê ôóíêöèÿ
îò x íà êàæäîì èç èíòåðâàëîâ

(−∞, θ1), (θ1, θ2), . . . , (θκ−1, θκ), (θκ,+∞)

ìîíîòîííà, à çíà÷èò, èìååò íå áîëåå îäíîãî êîðíÿ. Êðîìå òîãî, ñàìè θi ìîãóò áûòü
êîðíÿìè p (x). Ñòàëî áûòü, ÷èñëî êîðíåé ëåãêî ïîñ÷èòàòü:

� åñëè p′ (θ1 − 1) · p (θ1) > 0, òî y p (x) íà (−∞, θ1) åñòü îäèí êîðåíü;

� åñëè p (θi) · p (θi+1) < 0, ãäå i 6 κ− 1, òî y p (x) íà (θi, θi+1) åñòü îäèí êîðåíü;

� åñëè p′ (θκ + 1) · p (θκ) < 0, òî y p (x) íà (θκ,+∞) åñòü îäèí êîðåíü;

� åñëè p (θi) = 0, òî θi ÿâëÿåòñÿ êîðíåì p (x), ðàçóìååòñÿ.

Ñ ïîìîùüþ ðàçáîðà ñëó÷àåâ òåïåðü óæå íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî µ : Rk+1 → k + 1, âûäà-
þùàÿ ÷èñëî ðàçëè÷íûõ êîðíåé p (x; y) äëÿ äàííûõ y, ÿâëÿåòñÿ õîðîøåé.

Îñòàëîñü ïðîâåðèòü, ÷òî â êàæäîì èç èíòåðâàëîâ, ãäå êîðåíü åñòü, ýòîò êîðåíü ìîæíî
çàäàòü ïîñðåäñòâîì õîðîøåé ôóíêöèè. (Ðàñïîëîæèòü æå âñå èìåþùèåñÿ êîðíè â ïîðÿäêå
âîçðàñòàíèÿ íå ñîñòàâëÿåò òðóäà.) Ìû îãðàíè÷èìñÿ ðàçáîðîì ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ:

κ (y) > 2 è p (θ1 (y); y) · p (θ2 (y); y) < 0. (∗)
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Ðàññìîòðèì η : Rk+1 → R, äåéñòâóþùóþ ïî ïðàâèëó

η (r) :=

{
êîðåíü p (x; r) íà (θ1 (r), θ2 (r)) åñëè (∗)
0 èíà÷å.

Õî÷åòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî η õîðîøà. Äëÿ ýòîãî íóæíî íàéòè àëãîðèòì, êîòîðûé ïî êàæäîìó
m ∈ N âûäà¼ò Ψ (y, z) ∈ Form◦σ òàêóþ, ÷òî

Th (R∗) ` Ψ (y, z)↔ ((∗) ∧ pm (η (y); z) > 0).

Î÷åâèäíî, pm ( · ; z) ìîæíî çàìåíèòü çäåñü íà îñòàòîê îò äåëåíèÿ pm ( · ; z) íà p ( · ; y), èëè
òî÷íåå, pk ( · ; y). Ïîýòîìó, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ïîëîæèì m = k − 1; âìåñòî pk−1 ìû
áóäåì ïèñàòü q, ÷òîáû íå ïóòàòü pk−1 c p. Òåïåðü ðàññìîòðèì èíòåðâàëû

(−∞, ξ1 (z)), (ξ1 (z), ξ2 (z)), . . . ,
(
ξν(z)−1 (z), ξν(z) (z)

)
,
(
ξν(z) (z),+∞

)
Íà êàæäîì èç íèõ q (x; z) íå ìåíÿåò çíàêà. Ñòàëî áûòü, äîñòàòî÷íî ïîíÿòü, ãäå íàõîäèòñÿ
η (y). Ýòî ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.

a. Ñíà÷àëà îïðåäåëÿåì òî÷íîå ðàñïîëîæåíèå θ1 (y) è θ2 (y) îòíîñèòåëüíî

ξ1 (z), . . . , ξν(z) (z).

b. Åñëè ìåæäó θ1 (y) è θ2 (y) íå íàõîäèòñÿ íèêàêîå èç ξ1 (z), . . . , ξν(z) (z), òî ïîëîæåíèå
η (y) ëåãêî îïðåäåëÿåòñÿ.

c. Ïóñòü ìåæäó θ1 (y) è θ2 (y) íàõîäÿòñÿ ξi (z), . . . , ξj (z), ãäå i < j 6 ν (z).

� Åñëè ñðåäè ξi (z), . . . , ξj (z) åñòü êîðåíü p (x; y), òî ýòîò êîðåíü � η (y).

� Åñëè ñðåäè ξi (z), . . . , ξj (z) íåò êîðíåé p (x; y), òî η (y) íàõîäèòñÿ ìåæäó ñîñåä-
íèìè ýëåìåíòàìè â

θ1 (y), ξi (y), . . . , ξj (y), θ2 (y),

íà êîòîðûõ p (x; y) ìåíÿåò çíàê.

Â èòîãå ìû ïîéì¼ì, ãäå ðàñïîëàãàåòñÿ η (y) è îïðåäåëèì çíàê q (η (y); z).

Îñòàëüíûå ñëó÷àè ðàçáèðàþòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì.
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Òåîðåìà 1.8

Th (R) äîïóñêàåò ýôôåêòèâíóþ ýëèìèíàöèþ êâàíòîðîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì σ-ôîðìóëó

Φ = ∃xΨ,

ãäå Ψ ∈ Form◦σ. Íóæíî ïîñòðîèòü ρ (Φ) ∈ Form◦σ òàêóþ, ÷òî

Th (R) ` Φ↔ ρ (Φ) è FV (ρ (Φ)) ⊆ FV (Φ).

Îáîçíà÷èì çà Term−xσ ìíîæåñòâî âñåõ σ-òåðìîâ, â êîòîðûå íå âõîäèò x.

Äëÿ íà÷àëà âûïèøåì âñå àòîìàðíûå ïîäôîðìóëû Ψ:

Ω0, Ω1, . . . , Ωn.

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êàæäàÿ Ωi èìååò âèä

ti,0 + ti,1x + . . . + ti,kix
ki > 0,

ãäå ki ∈ N è {ti,0, . . . , ti,ki} ⊆ Term−xσ . Áîëåå òîãî, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî

k0 = k1 = . . . = kn;

ïîýòîìó íèæíèé èíäåêñ ó k áóäåò îïóñêàòüñÿ. Äëÿ óäîáñòâà ïîëîæèì

ti := (ti,0, . . . , ti,k).

Â ñèëó îñíîâíîé ëåììû, íàéäóòñÿ õîðîøèå

η1 : Rk+1 → R, . . . , ηk : Rk+1 → R è µ : Rk+1 → k + 1,

îáëàäàþùèå ñîîòâåòñòâóþùèìè ñâîéñòâàìè. Çíà÷èò,

η1
(
ti
)
, . . . , ηµ(ti)

(
ti
)

ñóòü âñå êîðíè ïîëèíîìà äëÿ Ωi. Äàëåå, èñïîëüçóÿ ðàçáîð ñëó÷àåâ, ðàñïîëîæèì âñå êîðíè
ïîëèíîìîâ äëÿ Ω0, . . . , Ωn â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ:

λ1 < . . . < λ`.

(Çäåñü ` è âñå λj ïðåäñòàâëÿþòñÿ ïîñðåäñòâîì õîðîøèõ ôóíêöèé.) Âîçüì¼ì

T := {λ1 − 1, λ` + 1}∪
{div (λj + λj+1, 2) | 1 6 j 6 `− 1}∪
{λj | 1 6 j 6 `}.

Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî

Th (R∗) ` ∃xΨ↔

(
Ψ (x/0) ∨

∨
t∈T

Ψ (x/t)

)
.

Ñòàëî áûòü, áåñêâàíòîðíàÿ σ-ôîðìóëà, ïîëó÷àþùàÿñÿ èç ïðàâîé ÷àñòè ýòîé ýêâèâàëåíò-
íîñòè ïóò¼ì ýëèìèíàöèè âñåõ ñèìâîëîâ õîðîøèõ ôóíêöèè, îêàæåòñÿ èñêîìîé.

Àêêóðàòíûé àíàëèç ïîêàçûâàåò âû÷èñëèìîñòü îïèñàííîé ïðîöåäóðû.
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Ñëåäñòâèå 1.9

Th (R) ðàçðåøèìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî Th (R) ∩ Form◦σ ðàçðåøèìî.

Ñëåäñòâèå 1.10

Ïðîåêöèÿ ïîëóàëãåáðàè÷åñêîãî (íàä R) ìíîæåñòâà ïîëóàëãåáðàè÷íà (íàä R).

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, âçÿòèå ïðîåêöèè ìíîæåñòâà ïðÿìî ñîîòâåòñòâóåò íàâåøèâà-
íèþ êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ íà îïðåäåëÿþùóþ ýòî ìíîæåñòâî ôîðìóëó.

%ìîæíî ñðàâíèòü ñ òåì, ÷òî ïðîèñõîäèò â N
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç RCF ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç àêñèîì ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûõ ïîëåé,
σ-ïðåäëîæåíèÿ

∀x (0 < x→ ∃ux = u · u),

à òàêæå âñåõ σ-ïðåäëîæåíèé âèäà

∀u (un 6= 0→ ∃x pn (x;u) = 0),

ãäå n íå÷¼òíî. Ìîäåëè RCF íàçûâàþò âåùåñòâåííî çàìêíóòûìè ïîëÿìè.

Óïðàæíåíèå: íåïðîñòîå

Äëÿ ëþáîãî ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîãî ïîëÿ F ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

i. F âåùåñòâåííî çàìêíóòî;

ii. â F èñòèííî ∀x (0 < x→ ∃uu · u = x), à òàêæå âñå σ-ïðåäëîæåíèÿ âèäà

∀x ∀y ∀u (x < y ∧ pn (x;u) · pn (y;u) < 0→ ∃z (x < z < y ∧ pn (z;u) = 0)),

êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïîëèíîìèàëüíóþ âåðñèþ òåîðåìû î ñðåäíåì çíà÷åíèè.

Îòñþäà ïîëó÷àåòñÿ àëüòåðíàòèâíàÿ àêñèîìàòèçàöèÿ êëàññà âñåõ âåùåñòâåííî çàìêíó-
òûõ ïîëåé. Ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî äåäóêòèâíîå çàìûêàíèå êàæäîé èç ýòè àêñèîìàòèçàöèé
ñîâïàäàåò ñ Th (R), â ñèëó ýëèìèíàöèè êâàíòîðîâ.

Çàìå÷àíèå. Íà ñàìîì äåëå, â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1.8 âìåñòî R ìû ìîãëè áû èñïîëüçîâàòü

ïðîèçâîëüíîå âåùåñòâåííî çàìêíóòîå ïîëå.
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