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1. Êàêèå ìíîæåñòâà íàçûâàþòñÿ ïåðå÷èñëèìûìè? Ïîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî ïåðå÷èñëèìî,

åñëè è òîëüêî åñëè åãî ïîëóõàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ âû÷èñëèìà.

2. Ïîêàæèòå, ÷òî ïåðå÷èñëèìûå ìíîæåñòâà çàìêíóòû îòíîñèòåëüíî êîíå÷íûõ ïåðåñå÷åíèé è

îáúåäèíåíèé. ×òî ìîæíî ñêàçàòü ïðî äîïîëíåíèÿ ïåðå÷èñëèìûõ ìíîæåñòâ?

3. Îïèøèòå îòíîøåíèÿ m-ñâîäèìîñòè è m-ýêâèâàëåíòíîñòè. Ïîêàæèòå, ÷òî ðàçðåøèìûå è

ïåðå÷èñëèìûå ìíîæåñòâà çàìêíóòû âíèç îòíîñèòåëüíî m-ñâîäèìîñòè.

4. Îïèøèòå íóìåðàöèþ # äëÿ ñèãíàòóðû àðèôìåòèêè. Ïîêàæèòå, ÷òî # èíúåêòèâíà.

5. Ïîêàæèòå, ÷òî # [Termσ] (ãäå σ � ñèãíàòóðà àðèôìåòèêè) ðàçðåøèìî.

6. Ïîêàæèòå, ÷òî ïåðå÷èñëèìîñòü Γ âëå÷¼ò ïåðå÷èñëèìîñòü [Γ ]. Âåðíî ëè îáðàòíîå?

7. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè Γ íåïðîòèâîðå÷èâî è [Γ ] ðàçðåøèìî, òî ìîæíî íàéòè ïîëíîå ðàçðåøè-

ìîå íåïðîòèâîðå÷èâîå ∆, êîòîðîå âêëþ÷àåò Γ .

8. Γ äîïóñêàåò (ýôôåêòèâíóþ) ýëèìèíàöèþ êâàíòîðîâ, åñëè . . . Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ ý.ê.

ãàðàíòèðóåò ý.ý.ê.? Êàê ý.ý.ê. ñâÿçàíà ñ ðàçðåøèìîñòüþ [Γ ]?

9. Ñôîðìóëèðóéòå áàçîâûé êðèòåðèé ýôôåêòèâíîé ýëèìèíàöèè êâàíòîðîâ; äîêàæèòå åãî.

10. Ïîêàæèòå, îïóñêàÿ ìåëêèå äåòàëè, ÷òî Th (Q) äîïóñêàåò ý.ý.ê.1

11. Âûïèøèòå ÿâíûå àêñèîìû äëÿ Th (Q). Îáîñíóéòå ñâîé îòâåò ïîñðåäñòâîì äîêàçàòåëüñòâà.

12. Êàêèå ïîäìíîæåñòâà Q îïðåäåëèìû â Q? Îáîñíóéòå ñâîé îòâåò äâóìÿ ðàçëè÷íûìè ñïîñî-

áàìè � ñì. ëåêöèè.

13. Ïðèâåäèòå ñõåìó äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî Th (Z≡) äîïóñêàåò ý.ý.ê.2

14. Êàêèå ïîäìíîæåñòâà Z íàçûâàþòñÿ ïîëóëèíåéíûìè? Ïîêàæèòå, ÷òî ïîëóëèíåéíûå ìíî-

æåñòâà çàìêíóòû îòíîñèòåëüíî êîíå÷íûõ ïåðåñå÷åíèé è îáúåäèíåíèé. ×òî Âû ìîæåòå

ñêàçàòü ïðî ñ÷¼òíûå îáúåäèíåíèÿ/ïåðåñå÷åíèÿ ïîëóëèíåéíûõ ìíîæåñòâ?

15. Ïîêàæèòå, ÷òî ëþáîå ïîäìíîæåñòâî Z, îïðåäåëèìîå â Z, ïîëóëèíåéíî.

16. Âûïèøèòå ÿâíûå àêñèîìû äëÿ Th (Z≡). Ïîêàæèòå, ÷òî â ñîîòâåòñòâóþùåé òåîðèè ìîæíî

âûâåñòè t = tZ äëÿ ëþáîãî çàìêíóòîãî òåðìà t.

17. Îïèøèòå äâà âàðèàíòà ÿâíîé àêñèîìàòèêè äëÿ Th (Z): 1) ñî ñõåìîé àêñèîì äëÿ ñðàâíåíèé

ïî ìîäóëþ; 2) ñî ñõåìîé èíäóêöèè. Ïîêàæèòå, ÷òî (1) âûâîäèòñÿ èç (2).

18. ×òî òàêîå PrA? Âûâåäèòå â PrA çàêîí àññîöèàòèâíîñòè ñëîæåíèÿ.

19. Âûâåäèòå â PrA çàêîí êîììóòàòèâíîñòè ñëîæåíèÿ, ïîëüçóÿñü àññîöèàòèâíîñòüþ ñëîæåíèÿ.

20. Âûâåäèòå â PrA àêñèîìû ñòðîãèõ ëèíåéíûõ ïîðÿäêîâ.

21. ×òî òàêîå ðåø¼òêà? Êàê ìîæíî îïðåäåëèòü x 6 y â òåîðèè ðåø¼òîê? Âûâåäèòå â òåîðèè

ðåø¼òîê àêñèîìû [íåñòðîãèõ] ÷àñòè÷íûõ ïîðÿäêîâ.

1Çäåñü Q îáîçíà÷àåò ñòðîãî (ëèíåéíî) óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë.
2Çäåñü Z � äèñêðåòíî óïîðÿäî÷åííàÿ ãðóïïà öåëûõ ÷èñåë ïî ñëîæåíèþ, à Z≡ � å¼ ñïåöèàëüíîå îáîãàùåíèå.



22. Êàêèå ðåø¼òêè íàçûâàþò äèñòðèáóòèâíûìè? Îãðàíè÷åííûìè? ×òî òàêîå äîïîëíåíèå

ýëåìåíòà â ðåø¼òêå? Ïîêàæèòå, ÷òî äîïîëíåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî.

23. Êàêèå ïîäìíîæåñòâà Rn íàçûâàþòñÿ ïîëèíîìèàëüíûìè? Êàêèå ôóíêöèè â íàøåì êóðñå

íàçûâàþòñÿ õîðîøèìè?

24. Ïîêàæèòå, ÷òî êîìïîçèöèÿ õîðîøèõ ôóíêöèé õîðîøà.

25. Ñôîðìóëèðóéòå áàçîâûé êðèòåðèé õîðîøåñòè ôóíêöèè; äîêàæèòå åãî.

26. Ñôîðìóëèðóéòå óòâåðæäåíèå î äåëåíèè ïîëèíîìîâ (ñòåïåíè 6 k) ñ òî÷êè çðåíèÿ õîðîøèõ

ôóíêöèé; äîêàæèòå åãî.

27. Ñôîðìóëèðóéòå ¾îñíîâíóþ ëåììó¿, îòíîñÿùóþñÿ ê õîðîøèì ôóíêöèÿì, è ïîêàæèòå, ÷òî

µ, âû÷èñëÿþùàÿ ÷èñëî êîðíåé äàííîãî ïîëèíîìà, õîðîøà.

28. Ñôîðìóëèðóéòå ¾îñíîâíóþ ëåììó¿, îòíîñÿùóþñÿ ê õîðîøèì ôóíêöèÿì, è ïîêàæèòå, ÷òî

η1, . . . , ηk, âû÷èñëÿþùèå êîðíè äàííîãî ïîëèíîìà, õîðîøè.3

29. Ñ ïîìîùüþ ¾îñíîâíîé ëåììû¿ ïîêàæèòå, ÷òî Th (R) äîïóñêàåò ý.ê.4

30. Âûâåäèòå â òåîðèè ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûõ ïîëåé:

(a) x 6= 0→ 0 < x · x;
(b) x < y→ ∃ux < u < y.

31. Âåùåñòâåííî çàìêíóòûìè ïîëÿìè íàçûâàþòñÿ ìîäåëè RCF. ×òî òàêîå RCF? Îïèøèòå

àëüòåðíàòèâíóþ ÿâíóþ àêñèîìàòèêó äëÿ [RCF]. Ïðèâåäèòå äðóãîå, áîëåå ¾àëãåáðàè÷åñêîå¿

îïðåäåëåíèå âåùåñòâåííîé çàìêíóòîñòè.

32. ×òî òàêîå PA? Âûâåäèòå â PA çàêîíû äèñòðèáóòèâíîñòè.

33. Âûâåäèòå â PA çàêîí êîììóòàòèâíîñòè óìíîæåíèÿ.

34. ×òî òàêîå ∆0- è Σ1-ôîðìóëû? Ïîêàæèòå, ÷òî ∆0-îïðåäåëèìûå â N ìíîæåñòâà ðàçðåøèìû,

à Σ1-îïðåäåëèìûå � ïåðå÷èñëèìû.

35. Ñôîðìóëèðóéòå ëåììó î Σ1-îïðåäåëèìîñòè â _N. Êàêèì îáðàçîì â å¼ äîêàçàòåëüñòâå êîäè-

ðóþòñÿ ñëîâà â ôèêñèðîâàííîì êîíå÷íîì àëôàâèòå?

36. Êàêèå ìíîæåñòâà íàçûâàþò ∆1-îïðåäåëèìûìè [â N èëè å¼ îáîãàùåíèÿõ]? Ïîêàæèòå, ÷òî

îáîãàùåíèå N ïîñðåäñòâîì äîáàâëåíèÿ ∆1-îïðåäåëèìûõ ïðåäèêàòîâ íå ïðèâîäèò ê ðàñøè-

ðåíèþ êëàññà ∆1-îïðåäåëèìûõ ìíîæåñòâ.

37. ×òî òàêîå ôóíêöèÿ Ã¼äåëÿ, γ? Ñôîðìóëèðóéòå îñíîâíîå óòâåðæäåíèå î γ. Ïîêàæèòå, ÷òî

λx.[2x] ÿâëÿåòñÿ ∆1-îïðåäåëèìîé â N.

38. Êàêèå ìíîæåñòâà íàçûâàþò äèîôàíòîâûìè? ×òî òàêîå DE (N)? Ñôîðìóëèðóéòå òåîðåìó

Ì.�Ð.�Ä.�Ï. Ñ å¼ ïîìîùüþ ïîêàæèòå, ÷òî DE (N) íåðàçðåøèìî.

39. Íå èñïîëüçóÿ òåîðåìó Ì.�Ð.�Ä.�Ï., ïîêàæèòå, ÷òî DE (N) è DE (Z) m-ýêâèâàëåíòíû.

40. Ïîêàæèòå, ÷òî ëþáîå äèîôàíòîâîå ìíîæåñòâî ìîæåò áûòü îïðåäåëåíî â N íåêîòîðîé ôîð-

ìóëîé âèäà ∃~y t1 = t2, ãäå t1 è t2 ñóòü ïîëèíîìû ñòåïåíè 6 4.

3Òóò ïðåäïîëàãàåòñÿ èçâåñòíûì, ÷òî µ õîðîøà.
4Çäåñü R � óïîðÿäî÷åííîå ïîëå âåùåñòâåííûõ ÷èñåë.



41. ×òî òàêîå MA â íàøåì êóðñå? Ïîêàæèòå, ÷òî [MA] ⊆ [PA].

42. ×òî òàêîå àðèôìåòèêà Ðîáèíñîíà, RA? Ïîêàæèòå, ÷òî [MA] ( [RA] è [RA] ( [MA].

43. Ñôîðìóëèðóéòå òåîðåìó î ∆0-ïîëíîòå MA; ïðèâåäèòå ñõåìó å¼ äîêàçàòåëüñòâà.

44. ×òî òàêîå íóìåðóåìîñòü â Γ? Êàê îíà ñâÿçàíà ñ ïåðå÷èñëèìîñòüþ?

45. Èñïîëüóÿ òåîðåìó î Σ1-îïðåäåëèìîñòè â N, ïîêàæèòå, ÷òî åñëè Γ ÿâëÿåòñÿ Σ1-êîððåêòíûì,

òî [Γ ] íåðàçðåøèìî.

46. ×òî òàêîå ïðåäñòàâèìîñòü â Γ? Ïîêàæèòå, ÷òî ïðè âåñüìà ñêðîìíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ

ïðåäñòàâèìîñòü âñþäó îïðåäåë¼ííîé ôóíêöèè âëå÷¼ò íóìåðóåìîñòü å¼ ãðàôèêà.

47. Ñôîðìóëèðóéòå òåîðåìó î ïðåäñòàâèìîñòè [÷.â.ô.] â MA; ïðèâåäèòå ñõåìó å¼ äîê-âà.

48. ×òî òàêîå áèíóìåðóåìîñòü â Γ? Êàê îíà ñâÿçàíà ñ ðàçðåøèìîñòüþ?

49. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó î ïðåäñòàâèìîñòè [÷.â.ô.] â MA, ïîêàæèòå, ÷òî [MA]+ è [MA]− íåëüçÿ

îòäåëèòü ðàçðåøèìûì ìíîæåñòâîì ïðåäëîæåíèé.

50. Ñôîðìóëèðóéòå âåðñèþ Ðîññåðà 1îé òåîðåìû Ã¼äåëÿ î íåïîëíîòå. Ñëåäñòâèåì êàêîãî ðå-

çóëüòàòà â íàøåì êóðñå îíà ÿâëÿåòñÿ?

51. Ñôîðìóëèðóéòå âåðñèþ ×åéòèíà 1îé òåîðåìû Ã¼äåëÿ î íåïîëíîòå; ïîëüçóÿñü èçâåñòíûìè

ðåçóëüòàòàìè î êîëìîãîðîâñêîé ñëîæíîñòè, ïðèâåäèòå ñõåìó å¼ äîêàçàòåëüñòâà.

52. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ êàæäîãî ïåðå÷èñëèìîãî Γ íàéä¼òñÿ ðàçðåøèìîå ∆ òàêîå, ÷òî [∆] = [Γ ].

53. Êàê â íàøåì êóðñå îïðåäåëÿåòñÿ ProvΓ (x)? Ïîêàæèòå, ÷òî Γ ` Φ ðàâíîñèëüíî MA ` �ΓΦ,
ãäå �ΓΦ � ñîêðàùåíèå äëÿ ProvΓ (pΦq).

54. Ñôîðìóëèðóéòå ëåììó î äèàãîíàëèçàöèè; äîêàæèòå å¼.

55. Äîêàæèòå âåðñèþ Ðîññåðà 1îé òåîðåìû Ã¼äåëÿ î íåïîëíîòå ñ ïîìîùüþ ëåììû î äèàãîíà-

ëèçàöèè.

56. Ñôîðìóëèðóéòå òåîðåìó Òàðñêîãî î íåîïðåäåëèìîñòè èñòèíû (â àðèôìåòèêå); äîêàæèòå

å¼, ïîëüçóÿñü ëåììîé î äèàãîíàëèçàöèè.

57. ×òî òàêîå óñëîâèÿ Ë¼áà, îáîçíà÷àåìûå L1, L1, L3? Êîãäà ProvΓ íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíûì

(â ðàìêàõ íàøåãî êóðñà)? Ïîêàæèòå, ÷òî L2 âëå÷¼ò ¾êðàòíîå L2¿.

58. Ïîêàæèòå, ÷òî ïðè íàëè÷èè L1 è L2 â Γ âûâîäèòñÿ äèñòðèáóòèâíîñòü �Γ îòíîñèòåëüíî ∧.

×òî ìîæíî ñêàçàòü ïðî äèñòðèáóòèâíîñòü �Γ îòíîñèòåëüíî ∨?

59. Ñôîðìóëèðóéòå 2óþ òåîðåìó Ã¼äåëÿ î íåïîëíîòå (äëÿ σA); äîêàæèòå å¼.

60. Ñôîðìóëèðóéòå òåîðåìó Ë¼áà (äëÿ σA); äîêàæèòå å¼.

61. Ïóñòü ProvΓ � ïðàâèëüíûé, è Γ 0 ⊥. Ñóùåñòâóåò ëè Φ ∈ Sent òàêîå, ÷òî Γ ` ¬�ΓΦ? Îòâåò
ñëåäóåò îáîñíîâàòü, ðàçóìååòñÿ.

62. ×òî òàêîå F â íàøåì êóðñå? ×òî òàêîå I? Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè a ∈ R] \ F, òî 1/a ∈ I.

63. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè S ⊆ R íåîãðàíè÷åíî, òî S] 6⊆ F. Îïðåäåëèìî ëè N â R]?

64. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü R] êàê êîëüöî, òî F áóäåò åãî ïîäêîëüöîì, à

I � èäåàëîì ýòîãî ïîäêîëüöà.



65. ×òî òàêîå ≈ â íàøåì êóðñå? Ïîêàæèòå, ÷òî ≈ ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà R].

66. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè a ≈ b è c ≈ d, ïðè÷¼ì {a, b, c, d} ⊆ F, òî a · c ≈ b · d. Äàëåå, ïîêàæèòå,
÷òî óñëîâèå ¾{a, b, c, d} ⊆ F¿ çäåñü ïî ñóùåñòâó. ×òî ìîæíî ñêàçàòü ïðî + è −?

67. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè a < b, a 6≈ b è {a, b} ⊆ F, òî íàéä¼òñÿ r ∈ R òàêîå, ÷òî a < r < b.

68. Îïèøèòå ôóíêöèþ st. Ñôîðìóëèðóéòå îñíîâíûå ñâîéñòâà st; äîêàæèòå èõ.

69. Äàéòå ¾íåñòàíäàðòíîå¿ îïðåäåëåíèå ñõîäèìîñòè â òåðìèíàõ èíôèíèòåçèìàëîâ. Ïîêàæèòå,

÷òî ¾íåñòàíäàðòíàÿ¿ ñõîäèìîñòü âëå÷¼ò ñõîäèìîñòü â ñìûñëå ýïñèëîí-äåëüòà.

70. Ïîêàæèòå, ÷òî ñõîäèìîñòü â ñìûñëå ýïñèëîí-äåëüòà âëå÷¼ò ¾íåñòàíäàðòíóþ¿ ñõîäèìîñòü.

71. Âû÷èñëèòå ïðîèçâîäíóþ λRx.
[
x3
]
ñ ïîìîùüþ èíôèíèòåçèìàëîâ.

72. Ñ ïîìîùüþ èíôèíèòåçèìàëîâ ïîêàæèòå, ÷òî èç ñóùåñòâîâàíèÿ ïðîèçâîäíîé ó ôóíêöèè â

äàííîé òî÷êå ñëåäóåò íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè â ýòîé òî÷êå.
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