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Ñòðóêòóðû

Ïîä ñèãíàòóðîé ïîíèìàþò ÷åòâ�åðêó âèäà

σ = 〈Constσ,Funcσ,Predσ, arityσ〉,

ãäå Constσ, Funcσ, Predσ � ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèåñÿ ìíîæåñòâà,
a arityσ � ôóíêöèÿ èç Funcσ ∪ Predσ â N \ {0}.

Ýëåìåíòû Constσ, Funcσ è Predσ íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî êîíñ-
òàíòíûìè, ôóíêöèîíàëüíûìè è ïðåäèêàòíûìè ñèìâîëàìè σ.

Äëÿ äàííîãî ñèìâîëà ε ∈ Funcσ ∪ Predσ ÷èñëî arityσ (ε) íàçûâàþò
ìåñòíîñòüþ ε, èëè àðíîñòüþ ε, èëè åãî âàëåíòíîñòüþ.

Êîãäà èç êîíòåêñòà ÿñíî, î êàêîé ñèãíàòóðå σ èä�åò ðå÷ü, èíäåêñ ·σ
ìîæåò, ðàçóìååòñÿ, îïóñêàòüñÿ.
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Â äàëüíåéøåì ïðè çàïèñè ñèãíàòóð íàìè áóäåò äîïóñêàòüñÿ îïðåäå-
ë¼ííàÿ ñâîáîäà. Òàê, åñëè

Constσ = {c1, . . . , ci},
Funcσ = {f1, . . . , fj} è Predσ = {P1, . . . ,Pk},

òî σ óäîáíî ïðåäñòàâèòü êàê

〈c1, . . . , ci ; f n11 , . . . , f
nj
j ;Pm1

1 , . . . ,Pmk

k 〉,

ãäå n1, . . . , ni è m1, . . . , mj � ìåñòíîñòè ñîîòâåòñòâåííî f1, . . . , fj
è P1, . . . , Pk .

Ïðèìåð

Ñèãíàòóðîé óïîðÿäî÷åííûõ êîëåö ÿâëÿåòñÿ 〈0, 1; +2,−1, · 2;<2,=2〉.
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Ïîä σ-ñòðóêòóðîé ïîíèìàþò ïàðó âèäà

A = 〈A, IA〉,

ãäå A � íåïóñòîå ìíîæåñòâî, à IA � ôóíêöèÿ ñ îáëàñòüþ îïðåäå-
ëåíèÿ Constσ ∪ Funcσ ∪ Predσ òàêàÿ, ÷òî:

I äëÿ ëþáîãî c ∈ Constσ âåðíî IA (c) ∈ A;

I äëÿ ëþáîãî n-ìåñòíîãî f ∈ Funcσ âåðíî IA (f ) : An → A;

I äëÿ ëþáîãî m-ìåñòíîãî P ∈ Predσ âåðíî IA (P) ⊆ Am.

Ïðè ýòîì A íàçûâàåòñÿ íîñèòåëåì A, èëè óíèâåðñóìîì A, à IA �
èíòåðïðåòàöèåé äëÿ σ â A. Äëÿ íàãëÿäíîñòè âìåñòî IA (c), IA (f )
è IA (P) ïèøóò cA, f A è PA ñîîòâåòñòâåííî.
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Êðîìå òîãî, åñëè σ ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê

〈c1, . . . , ci ; f n11 , . . . , f
nj
j ;Pm1

1 , . . . ,Pmk

i 〉,

òî A óäîáíî ïðåäñòàâèòü êàê

〈A; cA1 , . . . , c
A
i ; f A1 , . . . , f

A
j ;PA

1 , . . . ,P
A
k 〉.

Áîëåå òîãî, äëÿ íåêîòîðûõ ñòàíäàðòíûõ ñòðóêòóð A äàæå èíäåêñ ·A
ìîæåò îïóñêàòüñÿ, õîòü ýòî è ÷ðåâàòî íåêîòîðîé ïóòàíèöåé.

Çàìå÷àíèå

Îòíûíå áóäåò ïðåäïîëàãàòüñÿ, ÷òî âñå ðàññìàòðèâàåìûå ñòðóêòóðû
íîðìàëüíû, ò.å. = âñåãäà èíòåðïðåòèðóåòñÿ îáû÷íûì îáðàçîì.
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ßçûê êë. ëîãèêè ïåðâîãî ïîðÿäêà, FOCL

Ðàç è íàâñåãäà çàôèêñèðóåì êàêîå-íèáóäü ñ÷�åòíîå ìíîæåñòâî

Var := {v0, v1, v2, . . . }.

Ýëåìåíòû Var ìû áóäåì íàçûâàòü ïðåäìåòíûìè ïåðåìåííûìè, èëè
ïðîñòî ïåðåìåííûìè; â ìåòàÿçûêå èõ ðîëü áóäóò èãðàòü x , y , z , . . .
(âîçìîæíî, ñ èíäåêñàìè).

Ïóñòü σ � ïðîèçâ. ñèãíàòóðà. ßçûê Lσ êë. ëîãèêè ïåðâîãî ïîðÿäêà
íàä σ ñîñòîèò èç ýë-îâ Var ∪ Constσ ∪ Funcσ ∪ Predσ, à òàêæå:

I →, ∧, ∨ è ¬ (ñèìâîëû ñâÿçîê);

I ∀ è ∃ (ñèìâîëû êâàíòîðîâ);

I (, ) è , (âñïîìîãàòåëüíûå ñèìâîëû).

Äëÿ êàæäîé x ∈ Var ñëîâà ∀x è ∃x íàçûâàþò êâàíòîðàìè ïî x .
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç Termσ íàèì. ìíîæåñòâî ñëîâ â àëôàâèòå Lσ, çàìê-
íóòîå îòíîñèòåëüíî ñëåäóþùèõ ïîðîæäàþùèõ ïðàâèë:

I åñëè x ∈ Var, òî x ∈ Termσ;

I åñëè c ∈ Constσ, òî c ∈ Termσ;

I åñëè f ∈ Funcσ, arityσ (f ) = n è {t1, . . . tn} ⊆ Termσ, òî

f (t1, . . . , tn) ∈ Termσ.

Ýëåìåíòû Termσ íàçûâàþò σ-òåðìàìè.

Ïðèìåð

Ïóñòü σ � ñèãíàòóðà êîëåö. Òîãäà

· (+ (x , 0),+ (x , 1))

ÿâëÿåòñÿ σ-òåðìîì, êîòîðûé óäîáíåå çàïèñàòü êàê (x + 0) · (x + 1).
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç Formσ íàèì. ìíîæåñòâî ñëîâ â àëôàâèòå Lσ, çàìê-
íóòîå îòíîñèòåëüíî ñëåäóþùèõ ïîðîæäàþùèõ ïðàâèë:

I åñëè P ∈ Predσ, arityσ (P) = n è {t1, . . . tn} ⊆ Termσ, òî

P (t1, . . . , tn) ∈ Formσ;

I åñëè {Φ,Ψ} ⊆ Formσ, òî

{(Φ→ Ψ), (Φ ∧Ψ), (Φ ∨Ψ),¬Φ} ⊆ Formσ;

I åñëè Φ ∈ Formσ è x ∈ Var, òî

{∀x Φ,∃x Φ} ⊆ Formσ.

Ýëåìåíòû Formσ íàçûâàþò σ-ôîðìóëàìè.

Ïîä àòîìàðíûìè σ-ôîðìóëàìè, èëè σ-àòîìàìè, ïîíèìàþòñÿ òå, ÷òî
íå ñîäåðæàò íè ñèìâîëîâ ñâÿçîê, íè ñèìâîëîâ êâàíòîðîâ.
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Ñâÿçàííûå è ñâîáîäíûå ïåðåìåííûå

Ïóñòü Φ ∈ Formσ, x ∈ Var è Q ∈ {∀,∃}.

Êàæäîå âõîæäåíèå Qx â Φ ÿâëÿåòñÿ íà÷àëîì âõîæäåíèÿ íåêîòîðîé
ïîäôîðìóëû, ïðè÷�åì ïîñëåäíåå îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî; åãî íàçû-
âàþò îáëàñòüþ äåéñòâèÿ äàííîãî âõîæäåíèÿ Qx .

Âõîæäåíèå x â Φ íàçûâàåòñÿ ñâÿçàííûì, åñëè îíî âõîäèò â îáëàñòü
äåéñòâèÿ êàêîãî-íèáóäü âõîæäåíèÿ ∀x èëè ∃x , è ñâîáîäíûì èíà÷å.

Äàëåå, ãîâîðÿò, ÷òî x ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíîé ïåðåìåííîé â Φ, åñëè ó x
åñòü õîòÿ áû îäíî ñâîáîäíîå âõîæäåíèå â Φ.
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Äëÿ óäîáñòâà ââåä�åì îáîçíà÷åíèå

FV (Φ) :=

{
z ∈ Var | ó z èìååòñÿ õîòÿ áû îäíî

ñâîáîäíîå âõîæäåíèå â Φ

}
.

Èíòóèòèâíî ýëåìåíòû FV (Φ) èãðàþò ðîëü ïàðàìåòðîâ äëÿ Φ. Çàïèñü
Φ (x1, . . . , x`) óêàçûâàåò íà òî, ÷òî FV (Φ) ⊆ {x1, . . . , x`}.

Íàêîíåö, îáîçíà÷èì

Sentσ := {Φ ∈ Formσ | FV (Φ) = ∅}

Ýëåìåíòû Sentσ íàçûâàþò σ-ïðåäëîæåíèÿìè, ðåæå � çàìêíóòûìè σ-
ôîðìóëàìè. Îíè ìîãóò âûñòóïàòü â êà÷åñòâå íåëîã. àêñèîì.
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Çàìå÷àíèå

Ìîæíî ïðîâåñòè àíàëîãèþ ìåæäó êâàíòîðàìè è îïåðàòîðàìè ñóììè-
ðîâàíèÿ, èíòåãðèðîâàíèÿ è ò.ä. Òàê, â âûðàæåíèè∫ x

0

y · z dy

îáà âõîæäåíèÿ y ñâÿçàíû; âìåñòî íèõ íåëüçÿ ïîäñòàâèòü êîíêðåòíûå
÷èñëà. Âìåñòå ñ òåì x è z ñâîáîäíû è ôàêòè÷åñêè èãðàþò ðîëü ïàðà-
ìåòðîâ. Äàëåå, â âûðàæåíèè

2y +

∫ x

0

y · z dy

ïåðâîå âõîæäåíèå y ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíûì, à äðóãèå äâà � íåò. Èíòóè-
òèâíî äàííîå âûðàæåíèå ðàâíîñèëüíî

2y +

∫ x

0

u · z du.
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Ñåìàíòèêà äëÿ êë. ëîãèêè ïåðâîãî ïîðÿäêà

Ïîä îçíà÷èâàíèÿìè ïåðåìåííûõ â A, èëè ïðîñòî îçíà÷èâàíèÿìè â A,
ïîíèìàþòñÿ ôóíêöèè èç Var â A. Êàæäîå îçíà÷èâàíèå ν â A ìîæíî
ðàñøèðèòü äî ν : Termσ → A åñòåñòâåííûì îáðàçîì:

ν (x) := ν (x);

ν (c) := cA;

ν (f (t1, . . . , tn)) := f A (ν (t1), . . . , ν (tn)).

Â äàëüíåéøåì äëÿ ëþáûõ x ∈ Var è a ∈ A ÷åðåç νxa áóäåò îáîçíàòüñÿ
îçíà÷èâàíèå, ïîëó÷àþùååñÿ èç ν ïî ïðàâèëó

νxa (y) :=

{
ν (y) åñëè y 6= x ,

a åñëè y = x .
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Îïðåäåëèì A  Φ [ν] (÷èòàåòñÿ êàê: Φ èñòèííî â A ïðè ν) èíäóêöèåé
ïî ïîñòðîåíèþ Φ:

A  P (t1, . . . , tn) [ν] ⇐⇒ (ν (t1), . . . , ν (tn)) ∈ PA;

A  Ψ ∧Θ [ν] ⇐⇒ A  Ψ [ν] è A  Θ [ν];

A  Ψ ∨Θ [ν] ⇐⇒ A  Ψ [ν] èëè A  Θ [ν];

A  ¬Ψ [ν] ⇐⇒ A 1 Ψ [ν];

A  Ψ→ Θ [ν] ⇐⇒ A 1 Ψ [ν] èëè A  Θ [ν];

A  ∃x Ψ [ν] ⇐⇒ A  Ψ [νxa ] äëÿ íåêîòîðîãî a ∈ A;

A  ∀x Ψ [ν] ⇐⇒ A  Ψ [νxa ] äëÿ âñåõ a ∈ A.

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî (íå)âåðíîñòü A  Φ [ν] íå çàâèñèò îò òîãî, êàêèå
çíà÷åíèÿ ν ñîïîñòàâëÿåò ýëåìåíòàì Var \ FV (Φ).
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Åñëè Φ èìååò âèä Φ (x1, . . . , x`), ò.å. FV (Φ) ⊆ {x1, . . . , x`}, òî âìåñòî
A  Φ [ν] íåðåäêî ïèøóò

A  Φ [x1/ν (x1), . . . , x`/ν (x`)] ,

èëè æå A  Φ [ν (x1), . . . , ν (x`)]. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ Φ ∈ Sentσ îáû÷íî
èñïîëüçóåòñÿ çàïèñü A  Φ.

Íàêîíåö, ïóñòü Γ ⊆ Sentσ. Ãîâîðÿò, ÷òî A ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüþ Γ, è ïè-
øóò A  Γ, åñëè A  Φ äëÿ âñåõ Φ ∈ Γ.

Ïðèìåð

Ïóñòü A � êîëüöî. Åñëè A  ∀x ∀y (x · y = y · x), òî A êîììóòàòèâíî;
åñëè A  ∀y (x · y = y · x) [ν], òî ν (x) êîììóòèðóåò ñî âñåìè ýë-ìè.
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Âûïîëíèìîñòü è îáùåçíà÷èìîñòü

σ-Ôîðìóëó Φ íàçûâàþò:

I âûïîëíèìîé, åñëè A  Φ [ν] äëÿ íåêîòîðûõ A è ν;

I îáùåçíà÷èìîé, åñëè A  Φ [ν] äëÿ âñåõ A è ν.

Çäåñü ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî A áåãàåò ïî σ-ñòðóêòóðàì, òîãäà êàê ν �
ïî îçíà÷èâàíèÿì â A. Î÷åâèäíî,

Φ îáùåçíà÷èìà ⇐⇒ ¬Φ íå âûïîëíèìà.

Òåîðåìà (×�åð÷à; íà 5ûé ñåìåñòð)

Ïðîáëåìà âûïîëíèìîñòè äëÿ êë. ëîãèêè ïåðâîãî ïîðÿäêà â ñèãíàòóðå

àðèôìåòèêè àëãîðèòìè÷åñêè íåðàçðåøèìà.
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Ñåìàíòè÷åñêèå ñëåäîâàíèå è ýêâèâàëåíòíîñòü

Ïóñòü Γ ⊆ Sentσ è Φ ∈ Formσ. Ãîâîðÿò, ÷òî Φ ñåìàíòè÷åñêè ñëåäóåò
èç Γ, è ïèøóò Γ � Φ, åñëè äëÿ ëþáîé A,

A  Γ =⇒ A  ∀̃Φ.

Âìåñòî ∅ � Φ îáû÷íî ïèøóò � Φ. Î÷åâèäíî,

� Φ ⇐⇒ Φ îáùåçíà÷èìà.

Íàêîíåö, ôîðìóëû Φ è Ψ íàçûâàþò ñåìàíòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûìè,
åñëè � Φ↔ Ψ; ïðè ýòîì ïèøóò Φ ≡ Ψ.
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Âûâîäèìîñòü â êë. ëîãèêè ïåðâîãî ïîðÿäêà

Äëÿ Γ ⊆ Sentσ è Φ ∈ Formσ çàïèñü Γ ` Φ îçíà÷àåò, ÷òî ñóù. âûâîä
èç Γ ñ çàêëþ÷åíèåì Φ. Âìåñòî ∅ ` Φ îáû÷íî ïèøóò ` Φ.

Çàìå÷àíèå

Ïîä âûâîäîì çäåñü ïîíèìàåòñÿ âûâîä â ãèëüáåðòîâñêîì èñ÷èñëåíèè
äëÿ êë. ëîãèêè ïåðâîãî ïîðÿäêà (ñì. 2îé ñåìåñòð); îäíàêî ñóùåñòâó-
þò è äðóãèå, ïîðîé êóäà áîëåå óäîáíûå òèïû èñ÷èñëåíèé.

Ãîâîðÿò, ÷òî: Φ îïðîâåðæèìà â Γ, åñëè Γ ` ¬Φ; Φ íåçàâèñèìà îò Γ,
åñëè Γ 0 Φ è Γ 0 ¬Φ. Òàê, Êîýí è Ã¼äåëü äîêàçàëè, ÷òî:

I C íåçàâèñèìà îò ZF, à CH � îò ZFC;

I â ÷àñòíîñòè, ¬C íå îïðîâåðæèìà â ZF, à ¬CH � â ZFC.
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� = `

Òåîðåìà î ñèëüíîé ïîëíîòå ` (ñì. 2îé ñåìåñòð)

Äëÿ ëþáûõ Γ ⊆ Sentσ è Φ ∈ Formσ,

Γ ` Φ ⇐⇒ Γ � Φ.

Ïðèìåð

Ïóñòü Γ � ìíîæåñòâî âñåõ àêñèîì òåîðèè êîëåö. Òîãäà Γ ` Φ ðàâíî-
ñèëüíî òîìó, ÷òî Φ èñòèííî âî âñåõ êîëüöàõ ïðè âñåõ îçíà÷èâàíèÿõ.
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