
Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà: 2

Ñòàíèñëàâ Îëåãîâè÷ Ñïåðàíñêèé

Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

Ñàíêò-Ïåòåðáóðã 2020

Ñ.Î. Ñïåðàíñêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Prelude: Ôîðìàëèçàöèÿ âû÷èñëèìîñòè

Íåôîðìàëüíîå, èíòóèòèâíîå ïîíÿòèå àëãîðèòìà èñïîëüçîâàëîñü íà
ïðîòÿæåíèè ïðàêòè÷åñêè âñåé èñòîðèè ìàòåìàòèêè.

Òðàäèöèîííî êîíêðåòíûå àëãîðèòìû ïðåäñòàâëÿëèñü â âèäå êîíå÷-
íûõ íàáîðîâ ïðîñòûõ èíñòðóêöèé, êîòîðûå ìîæíî áûëî âûïîëíÿòü
¾ïî øàãàì¿. Îäíàêî äî XX âåêà íèêàêèõ óíèâåðñàëüíûõ, îáùåïðè-
íÿòûõ ÿçûêîâ äëÿ çàïèñè àëãîðèòìîâ íå ñóùåñòâîâàëî.

Ìàòåìàòèêè áûëè óâåðåíû: åñëè íóæíûé àëãîðèòì ñóùåñòâóåò, ìû
åãî íàéä¼ì. Íî äàæå åñëè òàê, êàê óçíàòü, ñóùåñòâóåò ëè àëãîðèòì,
ò.å. ðàçðåøèìà ëè çàäà÷à àëãîðèòìè÷åñêè?

Ñ.Î. Ñïåðàíñêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



I Ìû çíàåì àëãîðèòì ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ äèîôàíòîâûõ óðàâíåíèé
íàä öåëûìè ÷èñëàìè. Êàê íàñ÷¼ò ïîëèíîìèàëüíûõ?

� Ìîæíî ïîïðîáîâàòü íàéòè àëãîðèòì.

I Íî ìîæåò ëè ñëó÷èòüñÿ òàê, ÷òî àëãîðèòìà íå ñóùåñòâóåò?

� Íàâåðíîå. Â òàêîì ñëó÷àå íåò ñìûñëà åãî èñêàòü.

I Íî êàê ìû óçíàåì, ÷òî àëãîðèòìà íå ñóùåñòâóåò?

� Ìîæíî ïîïûòàòüñÿ ïîêàçàòü, ÷òî íèêàêîé àëãîðèòì íå ñïîñîáåí
ðåøèòü èíòåðåñóþùóþ íàñ çàäà÷ó.

I Íî êàê ïåðåáðàòü âñå âîçìîæíûå àëãîðèòìû?. . . È, âîîáùå, ÷òî
òàêîå àëãîðèòì êàê àáñòðàêòíî-ìàòåìàòè÷åñêîå ïîíÿòèå?. . .
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Ìîðàëü

Åñëè ìû õîòèì óìåòü äîêàçûâàòü àëãîðèòìè÷åñêóþ íåðàçðåøèìîñòü,
èíòóèòèâíîìó, íåôîðìàëüíîìó ïîíÿòèþ àëãîðèòìà íåîáõîäèìî äàòü
ñòðîãîå ìàòåìàòè÷åñêîå, ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå.

¾Ìàòåìàòèçàöèÿ¿ àëãîðèòìîâ áûëà îñóùåñòâëåíà ëîãèêàìè â 1930õ,
ãäå ñòîèò îñîáî îòìåòèòü òðóäû Ã¼äåëÿ, Òüþðèíãà è ×¼ð÷à.

Âïîñëåäñòâèè ýòè òðóäû ïðèâåäóò ê ñîçäàíèþ àðõèòåêòóðû ñîâðåìåí-
íîãî ÏÎ è ðàçëè÷íûõ ÿçûêîâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Â 1930õ ïîÿâèëèñü ïåðâûå ïðèìåðû àëãîðèòìè÷åñêè íåðàçðåøèìûõ
çàäà÷, êîòîðûå çàòåì ìíîãîêðàòíî ïðèìåíÿëèñü äëÿ äîêàçàòåëüñòâà
íåðàçðåøèìîñòè çàäà÷ â àëãåáðå, òîïîëîãèè è òàê äàëåå.
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Î ðàçðåøèìûõ è ïåðå÷èñëèìûõ ìíîæåñòâàõ

Íàïîìèíàþ, ÷òî f : ⊆ N` → N íàçûâàåòñÿ âû÷èñëèìîé, åñëè ñóùåñò-
âóåò àëãîðèòì, êîòîðûé ïî êàæäîìó ~n ∈ dom f íàõîäèò f (~n), ïðè÷�åì
íà ýëåìåíòàõ N` \ dom f ýòîò àëãîðèòì ¾çàâèñàåò¿.

Çàìå÷àíèå

Çäåñü ïîä àëãîðèòìàìè ìû ïîíèìàåì, íàïðèìåð, ìàøèíû Òüþðèíãà,
êîòîðûå ïî óìîë÷àíèþ ïîäðàçóìåâàþòñÿ äåòåðìèíèðîâàííûìè.

Ïóñòü A ⊆ N. Ãîâîðÿò, ÷òî:
I A ðàçðåøèìî, èëè âû÷èñëèìî, åñëè åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ

ôóíêöèÿ, îáîçíà÷àåìàÿ χA, âû÷èñëèìà.

I A ïåðå÷èñëèìî, åñëè ëèáî A = ∅, ëèáî A = range f äëÿ íåê.
âû÷èñëèìîé f : N→ N.
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Â ðàññóæäåíèÿõ ìû áóäåì ñâîáîäíî èñïîëüçîâàòü:

Òåçèñ ×�åð÷à�Òüþðèíãà

f : ⊆ N` → N èíòóèòèâíî âû÷èñëèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà

âû÷èñëèìà ïîñðåäñòâîì íåêîòîðîé ìàøèíû Òüþðèíãà.

Ýòîò òåçèñ íåâîçìîæíî íè äîêàçàòü, íè îïðîâåðãíóòü ìàòåìàòè÷åñêè
ââèäó òîãî, ÷òî çäåñü ó÷àñòâóþò îäíîâðåìåííî:

I íåôîðì. (íåìàò.) ïîíÿòèå èíòóèòèâíî âû÷èñëèìîé ôóíêöèè;

I ôîðì. (ìàò.) ïîíÿòèå âû÷èñëèìîé ïî Òüþðèíãó ôóíêöèè.

Ñòàòóñ òåçèñà ×�åð÷à�Òüþðèíãà îòðàæàåò íàøè ïðåäñòàâëåíèÿ î òîì,
êàê ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü àëãîðèòìà ñâÿçàíà ñ ¾ðåàëüíîñòüþ¿.
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Ãðóáî ãîâîðÿ, åñëè ïîäõîäèòü ê âîïðîñó ýìïèðè÷åñêè:

I íèêòî íå ñìîã ïðèäóìàòü àëãîðèòìà â òðàäèöèîííîì, èíòóè-
òèâíîì åãî ïîíèìàíèè, êîòîðûé íåâîçìîæíî ñìîäåëèðîâàòü
ïîñðåäñòâîì ïîäõîäÿùåé ìàøèíû Òüþðèíãà.

Åñëè æå ïîäõîäèòü ê âîïðîñó ÷èñòî ìàòåìàòè÷åñêè:

I âñå èçâåñòíûå ôîðìàëèçàöèè êîíöåïöèè àëãîðèòìà/ïîíÿòèÿ
âû÷èñëèìîñòè ðàâíîñèëüíû: ïî àëãîðèòìàì îäíîãî ðîäà ìû
ìîæåì ýôôåêòèâíî ñòðîèòü àëãîðèòìû äðóãîãî ðîäà, âû÷èñ-
ëÿþùèå òå æå ÷àñòè÷íûå ôóíêöèè èç N` â N.

Íàêîíåö, òåçèñ ×�åð÷à�Òüþðèíãà ïðèîáðåòàåò îñîáóþ àêòóàëüíîñòü,
êîãäà ðå÷ü çàõîäèò îá àëãîðèòìè÷åñêîé íåðàçðåøèìîñòè.
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Çàìå÷àíèå

Îïðåäåëèì pair : N× N→ N ïî ïðàâèëó

pair (n,m) := 2n · (2m + 1)− 1.

ßñíî, ÷òî pair � âû÷èñëèìàÿ áèåêöèÿ èç N× N íà N, ïðè÷�åì ïî íåé
ëåãêî ñòðîÿòñÿ âû÷èñëèìûå left, right : N→ N òàêèå, ÷òî

left (pair (n,m)) = n è right (pair (n,m)) = m.

Äàëåå, ñ ïîìîùüþ pair äëÿ âñÿêîãî ` > 2 ìîæíî ïîñòðîèòü âû÷èñëè-
ìóþ áèåêöèþ `-tuple èç N` íà N:

3-tuple (n1, n2, n3) := pair (pair (n1, n2), n3)

4-tuple (n1, n2, n3, n4) := pair (pair (pair (n1, n2), n3), n4)

...

Ðàçóìååòñÿ, ïîñðåäñòâîì ýòèõ áèåêöèé ìîæíî ïåðåõîäèòü îò ïîäìíî-
æåñòâ N ê ïîäìíîæåñòâàì N`, è íàîáîðîò.
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Ïðåäëîæåíèå

Ïóñòü A,B ⊆ N ðàçðåøèìû. Òîãäà A ∩ B, A ∪ B è N \ A ðàçðåøèìû.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïóñòü χA è χB âû÷èñëèìû. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî n ∈ N:

χA∩B (n) = min {χA (n), χB (n)};
χA∪B (n) = max {χA (n), χB (n)};
χN\A (n) = 1− χA (n).

Ïîýòîìó χA∩B , χA∪B è χN\A âû÷èñëèìû.
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Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî A ⊆ N çàäàäèì χ∗A : ⊆ N→ N ïî ïðàâèëó

χ∗A (n) :=

{
1 åñëè n ∈ A

↑ èíà÷å,

ãäå ↑ îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ ¾çàâèñàåò¿; χ∗A èíîãäà íàçûâàþò ïîëó-
õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé A.

Ïðåäëîæåíèå

Äëÿ ëþáîãî A ⊆ N,

A ïåðå÷èñëèìî ⇐⇒ χ∗A âû÷èñëèìà.
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Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïóñòü A = ∅. Òîãäà χ∗A � ¾ïóñòàÿ ôóíêöèÿ¿. Çíà÷èò, A ïåðå÷èñëèìî
è χ∗A âû÷èñëèìà. Îòíûíå ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî A 6= ∅.

=⇒ Ïóñòü A = range f äëÿ íåêîò. âû÷èñëèìîé f : N→ N. Òîãäà χ∗A
ìîæíî âû÷èñëèòü ïîñðåäñòâîì ñëåäóþùåãî àëãîðèòìà.

0: Ïîëîæèì k := 0.

1: Âû÷èñëèì f (k). Åñëè f (k) = n, òî âûäàäèì 1. Èíà÷å ïîëîæèì
k := k + 1 è GoTo 1.

Çäåñü n � ýòî çíà÷åíèå àðãóìåíòà íà âõîäå.
. . .
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Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå).

⇐= Ïóñòü χ∗A âû÷èñëèìà ïîñðåäñòâîì íåê. àëãîðèòìà P. Êàê ëåãêî
óáåäèòüñÿ, ñóùåñòâóþò âû÷èñëèìûå h1, h2 : N→ N òàêèå, ÷òî

{(h1 (n), h2 (n)) | n ∈ N} = N× N.

Äàëåå, çàôèêñèðóåì êàêîé-íèáóäü a0 ∈ A. Ðàññìîòðèì f : N→ N, âû-
÷èñëÿåìóþ ïîñðåäñòâîì ñëåäóþùåãî àëãîðèòìà.

0: Âû÷èñëèì h1 (n) è h2 (n). Åñëè àëã. P îñòàíàâëèâàåòñÿ çà h1 (n)
øàãîâ íà âõîäå h2 (n), òî âûäàäèì h2 (n). Èíà÷å âûäàäèì a0.

ßñíî, ÷òî range f = A.

Çàìå÷àíèå

Ïåðå÷èñëèìîñòü èíîãäà íàçûâàþò ïîëóðàçðåøèìîñòüþ.
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Ñëåäñòâèå

A ⊆ N ïåðå÷èñëèìî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A = dom f äëÿ íåêîò.

âû÷èñëèìîé f : ⊆ N→ N.

Äîêàçàòåëüñòâî.

=⇒ Ïóñòü χ∗A âû÷èñëèìà. Òîãäà, ïîñêîëüêó A = domχ∗A, ìû ìîæåì
âçÿòü χ∗A â êà÷åñòâå èñêîìîé f .

⇐= Ïóñòü A = dom f äëÿ íåêîòîðîé âû÷èñëèìîé f : ⊆ N→ N. Äëÿ
óäîáñòâà îáîçíà÷èì χN ÷åðåç 1, ò.å. 1 = λn.[1]. Òîãäà

χ∗A = f ◦ 1.

Ñòàëî áûòü, χ∗A âû÷èñëèìà.
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Ñëåäñòâèå

A ⊆ N ïåðå÷èñëèìî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A = range f äëÿ íåê.

âû÷èñëèìîé f : ⊆ N→ N.

Äîêàçàòåëüñòâî.

=⇒ Òðèâèàëüíî.

⇐= Ïóñòü A = range f äëÿ íåêîòîðîé âû÷èñëèìîé f : ⊆ N→ N. Ïî
ïðåäûäóùåìó ñëåäñòâèþ dom f ïåðå÷èñëèìî.

I Åñëè dom f = ∅, òî range f = ∅, à ïîòîìó A ïåðå÷èñëèìî.

I Åñëè dom f 6= ∅, òî dom f = range g äëÿ íåêîòîðîé âû÷èñëèìîé
g : N→ N, îòêóäà

range f = range (g ◦ f ),

à ïîòîìó A ïåðå÷èñëèìî.
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Ïðåäëîæåíèå

Ïóñòü A,B ⊆ N ïåðå÷èñëèìû. Òîãäà A ∩ B è A ∪ B ïåðå÷èñëèìû.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Êàê ìû çíàåì, ñóù. âû÷èñëèìûå f , f ′, g , g ′ : ⊆ N→ N òàêèå, ÷òî

A = dom f = range f ′ è B = dom g = range g ′.

Çàäàäèì âû÷èñëèìóþ h : ⊆ N→ N ïî ïðàâèëó

h (n) := f (n) · g (n)

à âû÷èñëèìóþ h′ : ⊆ N→ N � ïî ïðàâèëó

h′ (n) :=

{
f ′ (n/2) åñëè n ÷�åòíî

g ′ ((n − 1) /2) åñëè n íå÷�åòíî.

Òîãäà dom h = dom f ∩ dom g è range h′ = range f ′ ∪ range g ′; ïîýòîìó
A ∩ B è A ∪ B ïåðå÷èñëèìû.
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Ïðåäëîæåíèå

Ïóñòü A ⊆ N ðàçðåøèìî. Òîãäà A ïåðå÷èñëèìî.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Çàìåòèì, ÷òî èç âû÷èñëèìîñòè χA ñëåäóåò âû÷èñëèìîñòü χ∗A.

Çàìå÷àíèå

Îáðàòíîå îïðîâåðãàåòñÿ. Â ÷àñòíîñòè, ìíîæåñòâî Halt, êîòîðîå êîäè-
ðóåò ïðîáëåìó îñòàíîâêè äëÿ ìàøèí Òüþðèíãà, ïåðå÷èñëèìî, îäíàêî
ðàçðåøèìûì îíî íå ÿâëÿåòñÿ.
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Ïðåäëîæåíèå (òåîðåìà Ïîñòà)

A ⊆ N ðàçðåøèìî, åñëè è òîëüêî åñëè A è N \ A ïåðå÷èñëèìû.

Äîêàçàòåëüñòâî.

=⇒ Ïóñòü A ðàçðåøèìî. Òîãäà è N \ A ðàçðåøèìî. Ñëåäîâàòåëüíî,
îíè îáà ïåðå÷èñëèìû.

⇐= Ïóñòü A è N \ A ïåðå÷èñëèìû. Åñëè îäíî èç íèõ ïóñòî, òî îíè
îáà âû÷èñëèìû. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî A è N \ A íåïóñòû. Çíà÷èò, ñóù.
âû÷èñëèìûå f , g : N→ N òàêèå, ÷òî

A = range f è N \ A = range g .

. . .
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Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå).

Òîãäà χA ìîæíî âû÷èñëèòü ïîñðåäñòâîì ñëåäóþùåãî àëãîðèòìà.

0: Ïîëîæèì k := 0.

1: Âû÷èñëèì f (k) è g (k). Åñëè f (k) = n, òî âûäàäèì 1, à åñëè
g (k) = n � âûäàäèì 0. Èíà÷å ïîëîæèì k := k + 1 è GoTo 1.

Òàê êàê range f ∪ range g = N è range f ∩ range g = ∅, àëãîðèòì âñåãäà
çàâåðøàåò ðàáîòó êîððåêòíûì îáðàçîì.

Çàìå÷àíèå

Â ÷àñòíîñòè, äîïîëíåíèå Halt íåïåðå÷èñëèìî.
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Ïóñòü A,B ⊆ N. Ãîâîðÿò, ÷òî A ñâîäèòñÿ ê B, è ïèøóò A 6 B, åñëè
ñóùåñòâóåò âû÷èñëèìàÿ f : N→ N òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî n ∈ N,

n ∈ A ⇐⇒ f (n) ∈ B,

ò.å. f −1 [B] ñîâïàäàåò ñ A. Ïèøóò A ≡ B, íàçûâàÿ A è B ýêâèâàëåí-
òíûìè, åñëè A 6 B è B 6 A; òðàäèöèîííî êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè
ïî ≡ èìåíóþò ñòåïåíÿìè.

Çàìå÷àíèå

Êëàññè÷åñêàÿ òåðìèíîëîãèÿ: m-ñâîäèìîñòü è òàê äàëåå. Åñëè äîïîë-
íèòåëüíî ïîòðåáîâàòü îò ñâîäÿùèõ ôóíêöèé (f ) èíúåêòèâíîñòè, ìû
ïîëó÷èì 1-ñâîäèìîñòü è ò.ä.; ýòî î÷åíü âàæíûå ïîíÿòèÿ, íî îíè íàì
â áëèæàéøåå âðåìÿ íå ïîíàäîáÿòñÿ.

Ñ.Î. Ñïåðàíñêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Çàìå÷àíèå

Åñëè îò ñâîäÿùèõ ôóíêöèé ïîòðåáîâàòü âû÷èñëèìîñòè çà ïîëèíîìè-

àëüíîå âðåìÿ, ìû ïîëó÷èì ïîëèíîìèàëüíóþ ñâîäèìîñòü. Îíà èãðàåò
êëþ÷åâóþ ðîëü â òåîðèè âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè.

Îïóñêàÿ ðÿä òåõíè÷åñêèõ äåòàëåé, îáîçíà÷èì

NP :=
êëàññ âñåõ ìíîæåñòâ, õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè
êîòîðûõ âû÷èñëèìû çà ïîë. âðåìÿ ïîñðåäñòâîì
íåäåòåðìèíèðîâàííûõ ìàøèí Òüþðèíãà.

Ñðåäè ýëåìåíòîâ NP åñòü íàèáîëåå ñëîæíûé, òî÷íåå òîò, ê êîòîðîìó
ïîëèíîìèàëüíî ñâîäÿòñÿ âñå ýëåìåíòû NP, ïðè÷�åì îí åäèíñòâåíåí ñ
òî÷íîñòüþ äî ïîë. ýêâèâàëåíòíîñòè. Èì îêàæåòñÿ

Prop-Sat := {n ∈ N | ïðîï. ôîðìóëà ñ êîäîì n âûïîëíèìà},

â ñèëó òåîðåìû Êóêà�Ëåâèíà.

Ñ.Î. Ñïåðàíñêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Ïðåäëîæåíèå

Îòíîøåíèå ñâîäèìîñòè ÿâëÿåòñÿ ïðåäïîðÿäêîì íà P (N).

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïóñòü A,B,C ⊆ N. Î÷åâèäíî, idA ñâîäèò A ê A. Äàëåå, åñëè f ñâîäèò
A ê B, à g � B ê C , òî äëÿ ëþáîãî n ∈ N,

n ∈ A ⇐⇒ f (n) ∈ B ⇐⇒ g (f (n)) ∈ C ,

à çíà÷èò, f ◦ g ñâîäèò A ê C . Ñòàëî áûòü, îòíîøåíèå ñâîäèìîñòè êàê
áèíàðíîå îòíîøåíèå íà P (N) ðåôëåêñèâíî è òðàíçèòèâíî.

Ïîýòîìó îòíîøåíèå ñâîäèìîñòè èíäóöèðóåò (÷àñòè÷íûé) ïîðÿäîê íà
ñîâîêóïíîñòè âñåõ ñòåïåíåé.
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Ïðåäëîæåíèå

Ïóñòü A,B ⊆ N è A 6 B. Òîãäà:

i. åñëè B ðàçðåøèìî, òî A ðàçðåøèìî;

ii. åñëè B ïåðå÷èñëèìî, òî A ïåðå÷èñëèìî.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Çàôèêñèðóåì âû÷èñëèìóþ f : N→ N, ñâîäÿùóþ A ê B. ßñíî, ÷òî

χA = f ◦ χB è χ∗A = f ◦ χ∗B .

Ñòàëî áûòü, èç âû÷èñëèìîñòè χB ñëåäóåò âû÷èñëèìîñòü χA, à èç âû-
÷èñëèìîñòè χ∗B � âû÷èñëèìîñòü χ∗A.
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Çàìå÷àíèå

Ñðåäè ïåðå÷èñëèìûõ ìíîæåñòâ åñòü íàèáîëåå ñëîæíîå, à èìåííî, òî,
ê êîòîðîìó ñâîäÿòñÿ âñå ïåðå÷èñëèìûå ìíîæåñòâà, ïðè÷�åì îíî åäèí-
ñòâåííî ñ òî÷íîñòüþ äî ýêâèâàëåíòíîñòè. Èì îêàæåòñÿ Halt.

Ñàìàÿ áàçîâàÿ èíòóèöèÿ òàêîâà:

I ÷òîáû äîêàçàòü ðàçðåøèìîñòü A, ìû ñâîäèì A ê ïîäõîäÿùåìó
ðàçðåøèìîìó ìíîæåñòâó;

I ÷òîáû äîêàçàòü íåðàçðåøèìîñòü A, ìû, íàïðîòèâ, ñâîäèì ïîä-
õîäÿùåå íåðàçðåøèìîå ìíîæåñòâî ê A.

Â íåêîòîðîì ñìûñëå ¾ïðîñòåéøèì¿ ñðåäè åñòåñòâåííî âîçíèêàþùèõ
íåðàçðåøèìûõ ìíîæåñòâ ÿâëÿåòñÿ Halt.
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ßðêèé ïðèìåð

Âîïðîñû îá àëãîðèòìè÷åñêîé ðàçðåøèìîñòè ðàçíîîáðàçíûõ ìàòåìà-
òè÷åñêèõ ïðîáëåì îáû÷íî ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü êàê âîïðîñû î
ðàçðåøèìîñòè ïîäõîäÿùèõ ïîäìíîæåñòâ N.

Äèîôàíòîâà ïðîáëåìà íàä Z
Îáîçíà÷èì çà Poly ìíîæåñòâî âñåõ ïîëèíîìîâ ñ êîýôôèöèåíòàìè èç
Z îò ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ. Çàäà÷à: ïî äàííîìó p ∈ Poly
ïîíÿòü, èìååò ëè óðàâíåíèå p = 0 ðåøåíèå â Z.

Ýòîé ïðîáëåìå ñîîòâåòñòâóåò ìíîæåñòâî

DE (Z) := {p ∈ Poly | p = 0 èìååò ðåøåíèå â Z},

êîòîðîå ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ ïîäõîäÿùèì ïîäìíîæåñòâîì N.
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Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî DE (Z) ïåðå÷èñëèìî.

Äåñÿòàÿ ïðîáëåìà Ãèëüáåðòà íàä Z
Ðàçðåøèìî ëè DE (Z)?

Òåîðåìà (Ìàòèÿñåâè÷à�Ðîáèíñîí�Äýâèñà�Ïàòíýìà; áåç äîê-âà)

DE (Z) ≡ Halt. Â ÷àñòíîñòè, DE (Z) íåðàçðåøèìî.

Ïî àíàëîãèè ñ DE (Z) ìîæíî îïðåäåëèòü DE (Q), êîòîðîå, êàê ëåãêî
âèäåòü, ïåðå÷èñëèìî. Èçâåñòíûé îòêðûòûé âîïðîñ:

Äåñÿòàÿ ïðîáëåìà Ãèëüáåðòà íàä Q
Ðàçðåøèìî ëè DE (Q)?

Ñ.Î. Ñïåðàíñêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Postlude: Èñòîðè÷åñêàÿ ñïðàâêà

Ñîâåòñêèå ìàòåìàòèêè âíåñëè áîëüøîé âêëàä â ïðèìåíåíèå ìåòîäîâ
òåîðèè âû÷èñëèìîñòè â àëãåáðå. Â ÷àñòíîñòè:

I Ï.Ñ. Íîâèêîâ, Ñ. È. Àäÿí è äð. ïîëó÷èëè êëþ÷åâûå ðåçóëüòà-
òû â àëãîðèòìè÷åñêîé òåîðèè ãðóïï. [Ìñê]

I À.È. Ìàëüöåâ, Þ.Ë. Åðøîâ è äð. ïîëó÷èëè âàæíûå òåîðåìû
î òåîðèÿõ êëàññîâ êîëåö, ðåø¼òîê è òàê äàëåå. [Íñê]

I Þ.Â. Ìàòèÿñåâè÷ çàâåðøèë äîêàçàòåëüñòâî íåðàçðåøèìîñòè
ïðîáëåìû Äèîôàíòà íàä öåëûìè ÷èñëàìè. [ÑÏá]

Ñ.Î. Ñïåðàíñêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Îáùèå êîììåíòàðèè

I Òåîðèÿ âû÷èñëèìîñòè, òàêæå èçâåñòíàÿ êàê òåîðèÿ ðåêóðñèè/
òåîðèÿ àëãîðèòìîâ, � ãëóáîêèé ïðåäìåò. Òàê, ïðî îäíè òîëüêî
ïåðå÷èñëèìûå ìíîæåñòâà ìîæíî íàïèñàòü óâåñèñòóþ êíèãó.

I Âûøå ïðèâåäåíî ëèøü íåñêîëüêî ïðîñòåéøèõ ôàêòîâ, íóæíûõ
äëÿ ïîíèìàíèÿ äàëüíåéøåãî ìàòåðèàëà.

I Â îñíîâå òåîðèè âû÷èñëèìîñòè ëåæàò ðàáîòû ïèîíåðîâ ìàòåì.
ëîãèêè è èíôîðìàòèêè, òàêèõ êàê Ã¼äåëü, Êàððè, Êëèíè, ôîí
Íåéìàí, Ïåòåð, Ïîñò, Òüþðèíã è ×¼ð÷.

I Ðåçóëüòàòû è ìåòîäû òåîðèè âû÷èñëèìîñòè âî ìíîãîì âäîõíî-
âèëè òî, ÷òî ïðîèñõîäèò â òåîðèè âû÷èñëèò. ñëîæíîñòè.

Ñ.Î. Ñïåðàíñêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà
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