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Ïîðÿäîê íà ðàöèîíàëüíûõ ÷èñëàõ

Âîçüì¼ì 〈<2,=2〉 â êà÷åñòâå σ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Q ñòàíäàðòíóþ σ-ñòðóêòóðó ñ íîñèòåëåì Q.

Òåîðåìà

Th (Q) äîïóñêàåò ýôôåêòèâíóþ ýëèìèíàöèþ êâàíòîðîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Íà÷í�åì ñ ÷àñòíîãî, íî ïðèíöèïèàëüíîãî ñëó÷àÿ. Ïóñòü Ω0, . . . , Ωn �
àòîìàðíûå σ-ôîðìóëû, à x � ïåðåìåííàÿ. Âîçüì�åì

Θ := Ω0 ∧ · · · ∧ Ωn.

Äàâàéòå ýôôåêòèâíî ïîñòðîèì Θ∃x ∈ Form◦σ òàêóþ, ÷òî

Th (Q) ` ∃x Θ↔ Θ∃x è FV (Θ∃x) ⊆ FV (∃x Θ).

. . .
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Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå).

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî i ∈ {0, . . . , n}:
I åñëè Ωi íå ñîäåðæèò x , òî

` ∃x Θ↔ (Ωi ∧ ∃x (Ω0 ∧ · · · ∧ Ωi−1 ∧ Ωi+1 ∧ · · · ∧ Ωn));

I åñëè Ωi ñîâïàäàåò ñ x < x , òî

Th (Q) ` ∃x Θ↔ ⊥.

I åñëè Ωi ñîâïàäàåò ñ x = x , ïðè÷�åì n > 0, òî

` ∃x Θ↔ ∃x (Ω0 ∧ · · · ∧ Ωi−1 ∧ Ωi+1 ∧ · · · ∧ Ωn).

I åñëè Ωi ñîâïàäàåò ñ x = x , ïðè÷�åì n = 0, ò.å. Θ ñîâï. ñ x = x , òî

` ∃x Θ↔ >.
. . .
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Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå).

Ïîýòîìó, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî:

a. x âõîäèò â êàæäóþ èç Ω0, . . . , Ωn;

b. íè x = x , íè x < x íå âñòðå÷àåòñÿ ñðåäè Ω0, . . . , Ωn.

Òåïåðü èçáàâèòüñÿ îò êâàíòîðà â ∃x Θ ìîæíî ñëåäóþùèì îáðàçîì.

I Åñëè îäíî èç Ω0, . . . , Ωn èìååò âèä x = y , ãäå y ∈ Var \ {x}, òî

` ∃x Θ↔ Θ (x/y).

I Åñëè Θ èìååò âèä
∧n

i=0 ui < x , ãäå {u0, . . . , un} ⊆ Var \ {x}, òî

Th (Q) ` ∃x Θ↔ >.

Àíàëîãè÷íî äëÿ
∧n

i=0 x < ui . . . .
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Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå).

I Åñëè Θ (ñ òî÷íîñòüþ äî ïîðÿäêà êîíúþíêòîâ) èìååò âèä(∧k

i=0
ui < x

)
∧
(∧l

j=0
x < vj

)
,

ãäå {u0, . . . , uk , v0, . . . , vl} ⊆ Var \ {x}, òî

Th (Q) ` ∃x Θ↔
(∧m

i=0

∧l

j=0
ui < vj

)
.

Â êîíöå ìû ïîëó÷èì èñêîìóþ áåñêâàíòîðíóþ ôîðìóëó Θ∃x , êîòîðàÿ
ýêâèâàëåíòíà ∃x Θ ïî ìîäóëþ Th (Q).

. . .
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Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå).

Ïåðåõîäÿ ê îáùåìó ñëó÷àþ, ðàññìîòðèì σ-ôîðìóëó

Φ = ∃x Ψ (x , ~y),

ãäå Ψ ∈ Form◦σ. Íóæíî ïîñòðîèòü ρ (Φ) ∈ Form◦σ òàêóþ, ÷òî

Th (Q) ` Φ↔ ρ (Φ) è FV (ρ (Φ)) ⊆ FV (Φ).

Ìû äåéñòâóåì ñëåäóþùèì îáðàçîì.

i. Ñ ïîìîùüþ çàêîíîâ äå Ìîðãàíà è ñíÿòèÿ äâîéíîãî îòðèöàíèÿ
ïðîíîñèì ¬ âíóòðü Ψ (x , ~y), ÷òîáû ¬ ñòîÿëî òîëüêî ïåðåä àòî-
ìàðíûìè ïîäôîðìóëàìè.

. . .
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Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå).

ii. Èçáàâëÿåìñÿ îò ¬ (ïåðåä àòîì. ïîäôîðìóëàìè), èñïîëüçóÿ

Th (Q) ` ¬x < y ↔ (x = y ∨ y < x),

Th (Q) ` ¬x = y ↔ (x < y ∨ y < x).

iii. Ïðèìåíÿÿ çàêîíû äèñòðèáóòèâíîñòè, ïîëó÷àåì

Θ0 ∨ · · · ∨Θn,

ãäå Θ0, . . . , Θn ñóòü êîíúþíêöèè àòîìàðíûõ ôîðìóë; ïðè ýòîì,
êàê èçâåñòíî,

` ∃x (Θ0 ∨ · · · ∨Θn)↔ ∃x Θ0 ∨ · · · ∨ ∃x Θn.

Îïèñàííûé ðàíåå àëãîðèòì ïîçâîëÿåò èçáàâèòüñÿ îò êâàíòîðîâ
â ∃x Θ0, . . . , ∃x Θn. Â èòîãå ïîëó÷èòñÿ ρ (Φ).

Íàêîíåö, èç ρ ìîæíî ñäåëàòü æåëàåìóþ τ .
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç DLO êîíúþíêöèþ ñëåäóþùèõ σ-ïðåäëîæåíèé:

I ∀x x 6< x ;

I ∀x ∀y ∀z (x < y ∧ y < z → x < z);

I ∀x ∀y (x 6= y → x < y ∨ y < x);

I ∀x ∀y (x < y → ∃u (x < u < y)).

I ∀x ∃y (y < x);

I ∀x ∃y (x < y).

Î÷åâèäíî, Mod (DLO) � ýòî êëàññ âñåõ ïëîòíûõ (ñòðîãèõ) ëèíåéíûõ
ïîðÿäêîâ áåç êîíöîâ, èëè ï.ë.ï. áåç êîíöîâ.
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Ñëåäñòâèå

Th (Q) = [DLO].

Äîêàçàòåëüñòâî.

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî â ïðèâåä�åííîì âûøå äîêàçàòåëüñòâå

¾Th (Q) `¿ âñþäó ìîæíî çàìåíèòü íà ¾DLO `¿.

Ñòàëî áûòü, ôóíêöèÿ τ ðåàëèçóåò ýëèìèíàöèþ êâàíòîðîâ è â Th (Q),
è â DLO. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ âñÿêîãî Φ ∈ Sentσ:

DLO ` Φ ⇐⇒ DLO ` τ (Φ);

Th (Q) ` Φ ⇐⇒ Th (Q) ` τ (Φ).

. . .
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Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå).

Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ âñåõ áåñêâ. σ-ïðåäëîæåíèé Ψ,

DLO ` Ψ ⇐⇒ Th (Q) ` Ψ,

ò.å. [DLO] ∩ Form◦σ = Th (Q) ∩ Form◦σ.

Ïóñòü Ψ � áåñêâàíòîðíîå σ-ïðåäëîæåíèå. ßñíî, ÷òî Ψ ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé áóëåâó êîìáèíàöèþ ⊥ è >, òàê êàê Constσ = ∅. Ïîýòîìó ëèáî
� Ψ, ëèáî � ¬Ψ.

I Åñëè � Ψ, òî ` Ψ, à ïîòîìó DLO ` Ψ è Th (Q) ` Φ.

I Åñëè � ¬Ψ, òî DLO 0 Ψ è Th (Q) 0 Φ, ïîñêîëüêó DLO è Th (Q)
âûïîëíèìû.
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Àëüòåðíàòèâíîå ðàññóæäåíèå.

Äëÿ êàæäîãî σ-ïðåäëîæåíèÿ Φ,

DLO ` Φ ⇐⇒ Φ èñòèííî âî âñåõ ï.ë.ï. áåç êîíöîâ

⇐⇒ Φ èñòèííî âî âñåõ ñ÷�åòíûõ ï.ë.ï. áåç êîíöîâ

⇐⇒ Φ èñòèííî â Q.

Òóò ïîñëåäíÿÿ ýêâèâàëåíòíîñòü îáóñëîâëåíà òåì, ÷òî, êàê ìû çíàåì,
ëþáîé ñ÷�åòíûé ï.ë.ï. áåç êîíöîâ èçîìîðôåí Q. Ýòîò ôàêò åù�å ôîð-
ìóëèðóþò òàê: DLO êàòåãîðè÷íà â ìîùíîñòè ℵ0.
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Ñëåäñòâèå

Th (Q) ðàçðåøèìî.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî Th (Q) ∩ Form◦σ ðàçðåøèìî.

Àëüòåðíàòèâíîå ðàññóæäåíèå.

Òàê êàê Th (Q) = [DLO], Th (Q) ïåðå÷èñëèìî, à çíà÷èò, è ðàçðåøèìî
(ââèäó ñâîåé ïîëíîòû).

Áîëåå òîãî, ýëèìèíàöèÿ êâàíòîðîâ ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü ÿâíûå îöåíêè
íà âðåìåííóþ/�åìêîñòíóþ ñëîæíîñòü ðàçðåøàþùåé ïðîöåäóðû, òîãäà
êàê àëüòåðíàòèâíûé ïîäõîä òàêîé âîçìîæíîñòè íå äà�åò.
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Ñëåäñòâèå

Ïóñòü S ⊆ Q îïðåäåëèìî â Q. Òîãäà S = ∅ èëè S = Q.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïóñòü Φ (x) îïðåäåëÿåò S â Q. Òîãäà τ (Φ (x)) òàêæå îïðåäåëÿåò S â
Q. Îäíàêî τ (Φ (x)) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé áóëåâó êîìáèíàöèþ ôîðìóë
âèäîâ x = x è x < x . Ñòàëî áûòü,

ëèáî Q  ∀x τ (Φ (x)), ëèáî Q  ∀x ¬τ (Φ (x)).

Àëüòåðíàòèâíîå ðàññóæäåíèå.

Êàê ìû çíàåì, îïðåäåëèìûå â Q ìíîæåñòâà çàìêíóòû îòíîñèòåëüíî
àâòîìîðôèçìîâ Q. Î÷åâèäíî, äëÿ ëþáûõ p, q ∈ Q ¾ñäâèã íà q − p¿
ïåðåâîäèò p â q è ëåæèò â Aut (Q). Ïîýòîìó, åñëè S ⊆ Q çàìê. îòíî-
ñèòåëüíî àâòîìîðôèçìîâ Q, òî S = ∅ èëè S = Q.

Ñ.Î. Ñïåðàíñêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Îáùèå êîììåíòàðèè

Ýôôåêòèâíàÿ ýëèìèíàöèÿ êâàíòîðîâ â Th (A), åñëè îíà âîçìîæíà,
íåðåäêî ïîçâîëÿåò:

I ïîñòðîèòü ðàçðåøèìîå ìíîæåñòâî àêñèîì äëÿ Th (A);

I ïîëó÷èòü ÿâíûé ðàçðåøàþùèé àëãîðèòì äëÿ Th (A);

I äàòü èñ÷åðïûâàþùåå îïèñàíèå îïðåäåëèìîñòè â A.

Ýôôåêòèâíàÿ ýëèìèíàöèÿ êâàíòîðîâ â Γ òàêæå íåðåäêî ïîçâîëÿåò
ïîëó÷èòü ÿâíûé ðàçðåøàþùèé àëãîðèòì äëÿ [Γ]. Òóò óæå ïîëíîòà
ìîæåò êàê èìåòü, òàê è íå èìåòü ìåñòà; òàê èëè èíà÷å, áåñêâàíòîð-
íûå ïðåäëîæåíèÿ êóäà ïðîùå, ÷åì ïðîèçâîëüíûå.

Çäåñü âñþäó ðå÷ü èä�åò î ¾åñòåñòâåííûõ¿ ñòðóêòóðàõ è òåîðèÿõ.
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Ñëîæåíèå íà öåëûõ ÷èñëàõ

Âîçüì¼ì 〈0, 1; +2,−1;<2,=2〉 â êà÷åñòâå σ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Z ñòàíäàðòíóþ σ-ñòðóêòóðó ñ íîñèòåëåì Z.

Èçâåñòíî, ÷òî Th (Z) íå äîïóñêàåò ýëèìèíàöèè êâàíòîðîâ, ïîñêîëüêó

{2n | n ∈ Z}

íåëüçÿ îïðåäåëèòü â Z ïîñðåäñòâîì áåñêâàíòîðíîé ôîðìóëû; îäíàêî
ýëèìèíàöèþ ìîæíî ïðîâåñòè â ñëåãêà ðàñøèðåííîé ñèãíàòóðå

σ≡ := σ ∪ {≡2,≡3, . . . },

ãäå ≡2, ≡3, . . . ñóòü äâóõìåñòíûå ïðåäèêàòíûå ñèìâîëû, èíòóèòèâíî
îáîçíà÷àþùèå ñðàâíèìîñòü ïî ìîäóëÿì 2, 3, . . .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Z≡ ñòàíäàðòíóþ σ≡-ñòðóêòóðó ñ íîñèòåëåì Z.
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Äëÿ ëþáûõ n ∈ N+ è t ∈ Termσ≡ ïîëîæèì

nt := t + . . . + t︸ ︷︷ ︸
n øòóê t

,

êàê ýòî äåëàëîñü ïðè îáñóæäåíèè àáåëåâûõ ãðóïï; îòîæäåñòâèì 0t ñ
0. Êðîìå òîãî, äëÿ êàæäîãî n ∈ N îáîçíà÷èì

n := n1.

Íàêîíåö, âìåñòî t1 + (−t2) ìû áóäåì íåðåäêî ïèñàòü t1 − t2.

Çàìå÷àíèå

Äëÿ êàæäîãî m ∈ N \ {0, 1} ôîðìóëà

Φm (x , y) := ∃z (x = y + mz)

îïðåäåëÿåò â Z äâóõìåñòíîå îòíîøåíèå ñðàâíèìîñòè ïî ìîäóëþ m, à
çíà÷èò, ïðè ïåðåõîäå îò Z ê Z≡ ñîâîêóïíîñòü âñåõ îïðåäåëèìûõ ìíî-
æåñòâ íå ìåíÿåòñÿ.
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Çàìå÷àíèå

Î÷åâèäíî, Th (Z) ñâîäèòñÿ ê Th (Z≡). Ïîñêîëüêó Z≡ ÿâëÿåòñÿ ¾äåôè-
íèöèàëüíûì ðàñøèðåíèåì¿ Z, âåðíî è îáðàòíîå. ×òîáû óáåäèòüñÿ â
ýòîì, äëÿ âñåõ t1, t2 ∈ Termσ è m ∈ N \ {0, 1} ïîëîæèì

Pm (t1, t2) := ∃z (t1 = t2 + mz),

ãäå z � ïåðâàÿ ïåðåìåííàÿ, íå âõîäÿùàÿ íè â t1, íè â t2. Äàëåå, ðàñ-
ñìîòðèì η : Formσ≡ → Formσ, äåéñòâóþùóþ ïî ïðàâèëó

η (Φ) :=
ðåçóëüòàò çàìåíû â Φ âñåõ àòîì. ïîä-
ôîðìóë âèäà t1 ≡m t2 íà Pm (t1, t2).

Êàê ëåãêî ïîíÿòü, äëÿ ëþáîé Φ ∈ Sentσ≡ ,

Z≡  Φ ⇐⇒ Z  η (Φ).

Ñòàëî áûòü, Th (Z≡) ñâîäèòñÿ ê Th (Z). Â èòîãå Th (Z≡) è Th (Z) îêà-
çûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíû ñ âû÷èñëèòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ.
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