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Òåîðåìà

Th (Z≡) äîïóñêàåò ýôôåêòèâíóþ ýëèìèíàöèþ êâàíòîðîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Íà÷í�åì ñ ÷àñòíîãî, íî ïðèíöèïèàëüíîãî ñëó÷àÿ. Ïóñòü Ω0, . . . , Ωn �
àòîìàðíûå σ≡-ôîðìóëû, à x � ïåðåìåííàÿ. Âîçüì�åì

Θ := Ω0 ∧ · · · ∧ Ωn.

Äàâàéòå ýôôåêòèâíî ïîñòðîèì Θ∃x ∈ Form◦σ≡ òàêóþ, ÷òî

Th (Z≡) ` ∃x Θ↔ Θ∃x è FV (Θ∃x) ⊆ FV (∃x Θ).

Îáîçí. çà Term−xσ≡ ìíîæåñòâî âñåõ σ≡-òåðìîâ, â êîòîðûå íå âõîäèò x .
. . .
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Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå).

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî i ∈ {0, . . . , n}:
I åñëè Ωi � ðàâåíñòâî èëè íåðàâåíñòâî, òî

Th (Z≡) ` Ωi ↔ kix = ti èëè Th (Z≡) ` Ωi ↔ kix ≶ ti

äëÿ ïîäõîäÿùèõ ki ∈ N è ti ∈ Term−xσ≡ ;

I åñëè Ωi � ñðàâíåíèå ïî ìîäóëþ, òî

Th (Z≡) ` Ωi ↔ kix ≡mi ti

äëÿ ïîäõîäÿùèõ ki ∈ N, ti ∈ Term−xσ≡ è mi ∈ N \ {0, 1}.

Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî Ω0, . . . , Ωn èìåþò
ñîîòâåòñòâóþùèé âèä.

. . .
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Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå).

Äàëåå, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî x âõîäèò â êàæäóþ èç Ω0, . . . , Ωn, ò.å.
ki > 0 äëÿ âñåõ i ∈ {0, . . . , n}. Âîçüì�åì

K := íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå k0, . . . , kn.

Óíèôèöèðóåì êîýôôèöèåíòû ïðè x ñëåäóþùèì îáðàçîì.

I Åñëè Ωi � ðàâåíñòâî èëè íåðàâåíñòâî, òî ¾äîìíîæèì¿ îáå åãî
÷àñòè íà K/ki .

I Åñëè Ωi � ñðàâíåíèå ïî ìîäóëþ, òî ¾äîìíîæèì¿ îáå åãî ÷àñòè
è ìîäóëü ñðàâíåíèÿ íà K/ki .

. . .
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Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå).

Ïîñêîëüêó äëÿ âñåõ k ∈ N \ {0} è êàæäîãî m ∈ N \ {0, 1},

Th (Z≡) ` x = y ↔ kx = ky ,

Th (Z≡) ` x < y ↔ kx < ky ,

Th (Z≡) ` x ≡m y ↔ kx ≡km ky ,

â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àòñÿ ýêâèâàëåíòíûå àòîìàðíûå σ≡-ôîðìóëû:

Ω′0, . . . , Ω′n,

â êîòîðûõ êîýôôèöèåíòû ïðè x ñîâïàäàþò ñ K . Ðàçóìååòñÿ,

Th (Z≡) ` Θ↔ (Ω′0 ∧ · · · ∧ Ω′n).

. . .
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Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå).

Áîëåå òîãî, êîýôôèöèåíò ïðè x ìîæíî ñäåëàòü ðàâíûì 1 ñ ïîìîùüþ
ñëåäóþùåãî òðþêà. Äëÿ âñÿêîãî i ∈ {0, . . . , n} ïîëîæèì

Ω∗i := ðåçóëüòàò çàìåíû Kx â Ω′i íà x .

Òîãäà, êàê ëåãêî óáåäèòüñÿ,

Th (Z≡) ` ∃x Θ↔ ∃x (Ω∗0 ∧ · · · ∧ Ω∗n ∧ x ≡K 0).

ãäå x ≡K 0 ïðè K = 1 îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ >. Äëÿ óäîáñòâà îáîçíà÷èì

Θ̂ := Ω∗0 ∧ · · · ∧ Ω∗n ∧ x ≡K 0.

. . .
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Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå).

Òåïåðü íóæíî èçáàâèòüñÿ îò êâàíòîðà â ∃x Θ̂. Åñëè îäèí èç êîíúþíê-
òîâ Θ̂ èìååò âèä x = t, òî

` ∃x Θ̂↔ Θ̂ (x/t).

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñðåäè êîíúþíêòîâ Θ̂ íåò ðàâåíñòâ. Ïîëîæèì

T− := ìíîæåñòâî âñåõ ¾íèæíèõ ãðàíåé¿ äëÿ x â Θ̂,

T+ := ìíîæåñòâî âñåõ ¾âåðõíèõ ãðàíåé¿ äëÿ x â Θ̂.

Î÷åâèäíî, T− è T+ ñóòü êîíå÷íûå ïîäìíîæåñòâà Term−xσ≡ . Âîçüì�åì

M :=
íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå âñåõ ìîäóëåé,

ïî êîòîðûì âåäóòñÿ ñðàâíåíèÿ â Θ̂.

. . .
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Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå).

Òåïåðü ðàññìîòðèì

T? := {t + m | t ∈ T− è 1 6 m 6 M}∪
{t −m | t ∈ T+ è 1 6 m 6 M}∪
{m | 1 6 m 6 M}.

Î÷åâèäíî, T? � êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî Term−xσ≡ . Óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî

Th (Z≡) ` ∃x Θ̂↔
∨
t∈T?

Θ̂ (x/t).

ò.å. ìîæíî îïðåäåëèòü Θ∃x êàê
∨

t∈T?
Θ̂ (x/t).

. . .
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Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå).

← Î÷åâèäíî.

→ Ìû áóäåì ðàññóæäàòü âíóòðè Th (Z≡). Ñ ó÷�åòîì BR2 äîñòàòî÷íî
ïîëó÷èòü

Θ̂ (x/x)→
∨
t∈T?

Θ̂ (x/t).

Ïóñòü Θ̂ (x/x). Ïîêàæåì, ÷òî Θ̂ (x/t) äëÿ íåêîòîðîãî t ∈ T?.

i. Ïóñòü T− = T+ = ∅, ò.å. Θ̂ � êîíúþíê. ñðàâíåíèé ïî ìîäóëþ.
Ðàçóìååòñÿ, íàéä�åòñÿ t ∈ {1, . . . ,M}, êîòîðîå ñðàâíèìî ñ x ïî

âñåì âñòðå÷àþùèìñÿ â Θ̂ ìîäóëÿì. Òîãäà Θ̂ (x/t).

. . .
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Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå).

ii. Ïóñòü T− íåïóñòî. Äëÿ óäîáñòâà îáîçíà÷èì

tmax := íàèáîëüøèé ýëåìåíò T−.

Î÷åâèäíî, tmax < x . Åñëè x 6 tmax + M, òî

x = tmax + m äëÿ íåêîòîðîãî m ∈ {1, . . . ,M},

îòêóäà Θ̂ (x/tmax + m). Åñëè tmax + M < x , òî

tmax + 1, . . . , tmax + M

áóäóò óäîâëåòâîðÿòü âñåì íåðàâåíñòâàì â Θ̂, ïðè÷�åì îäèí èç
íèõ áóäåò ñðàâíèì ñ x ïî âñåì âñòðå÷àþùèìñÿ â Θ̂ ìîäóëÿì,
à çíà÷èò, óäîâëåòâîðÿòü âñåé Θ̂.

iii. Ïóñòü T+ íåïóñòî. Òîãäà ìîæíî ðàññóæäàòü ïî àíàëîãèè ñ (ii).

. . .
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Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå).

Îáùèé ñëó÷àé ñâîäèòñÿ ê ÷àñòíîìó òàê æå, êàê è ðàíåå; ïðè ýòîì îò
¬ ïåðåä àòîìàðíûìè ïîäôîðìóëàìè ìîæíî èçáàâèòüñÿ, èñïîëüçóÿ

Th (Z≡) `¬x = y ↔ (x < y ∨ y < x),

Th (Z≡) `¬x < y ↔ (x = y ∨ y < x),

Th (Z≡) `¬x ≡m y ↔ (x ≡m y + 1 ∨ · · · ∨ x ≡m y + m − 1),

ãäå m ∈ N \ {0, 1}. Â èòîãå ìû ïîëó÷èì æåëàåìóþ τ .
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Ñëåäñòâèå

Th (Z≡) è Th (Z) ðàçðåøèìû.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü ðàçðåøèìîñòü Th (Z≡) ∩ Form◦σ≡ . Çàìåòèì, ÷òî
ëþáîå àò. σ≡-ïðåäëîæåíèå ìîæíî ýôôåêòèâíûì îáðàçîì ïðèâåñòè ê
îäíîìó èç âèäîâ

n = 0, n < 0, 0 < n èëè n ≡m 0,

ãäå n ∈ N è m ∈ {2, 3, 4, . . . }; ïîýòîìó ïðîáëåìà èñòèííîñòè â Z≡ äëÿ
àò. σ≡-ïðåäëîæåíèé ðàçðåøèìà. Ñòàëî áûòü, ïðîáëåìà èñòèííîñòè â
Z≡ äëÿ áåñêâàíòîðíûõ σ≡-ïðåäëîæåíèé òàêæå ðàçðåøèìà.
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Çàìå÷àíèå

Î÷åâèäíî, Th (Z≡) íåïðîòèâîðå÷èâî è ïîëíî. Ïîýòîìó ðàçðåøèìîñòü
Th (Z≡) ìîæíî áûëî áû ïîïðîáîâàòü äîêàçàòü ïîñðåäñòâîì íàõîæäå-
íèÿ ïåðå÷èñëèìîãî Γ ⊆ Sentσ≡ òàêîãî, ÷òî [Γ] = Th (Z≡), ò.å.

Z≡  Γ è [Γ] ïîëíî.

Çäåñü âîçíèêàþò ñëåäóþùèå òðóäíîñòè.

I Åñëè â êà÷åñòâå Γ âçÿòü êàêîå-í. åñòåñòâåííîå ïåðå÷èñëèìîå
ìíîæåñòâî σ≡-ïðåäëîæåíèé, èñòèííûõ â Z≡, òî íå ÿñíî, êàê
ïîêàçàòü åãî ïîëíîòó.

I Åñëè â êà÷åñòâå Γ âçÿòü ñàìó Th (Z≡), òî, íàïðîòèâ, íå ÿñíî,
êàê ïîêàçàòü åãî ïåðå÷èñëèìîñòü.

Íà ñàìîì äåëå, íóæíîå (è äîâîëüíî åñòåñòâåííîå) Γ ⊆ Sentσ≡ ìîæíî
èçâëå÷ü èç ýô. ýëèìèíàöèè êâàíòîðîâ â Th (Z≡). Êðîìå òîãî, ñ ïîìî-
ùüþ ýòîãî Γ ëåãêî ïîëó÷èòü ∆ ⊆ Sentσ òàêîå, ÷òî [∆] = Th (Z).
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Ñëåäñòâèå

Äëÿ ëþáîãî S ⊆ Z ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

i. S îïðåäåëèìî â Z;

ii. S îïðåäåëèìî â Z≡;

iii. S îïðåäåëèìî â Z≡ ïîñðåäñòâîì áåñêâàíòîðíîé ôîðìóëû.

Çàìå÷àíèå

Òàê êàê êàæäûé ýëåìåíò Z îïðåäåëèì â Z, ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ Z
è Z≡ òðèâèàëüíû, ò.å.

Aut (Z) = Aut (Z≡) = {idZ}.

Ïîýòîìó ¾ìåòîä àâòîìîðôèçìîâ¿ áåñïîëåçåí äëÿ àíàëèçà îïðåäåëè-
ìîñòè â Z è Z≡.
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Ïîäðîáíåå îá îïðåäåëèìîñòè â Z

Äëÿ ëþáûõ a, b ∈ Z ïîëîæèì

a + bN := {a + bn | n ∈ N}.

Ìíîæåñòâà òàêîãî âèäà ìû áóäåì íàçûâàòü àðèôìåòè÷åñêèìè ïðîã-
ðåññèÿìè. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ êàæäîãî a ∈ Z,

a + 0N = {a},

òàê ÷òî {a} � ýòî àðèôìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ. Äàëåå, ãîâîðÿò, ÷òî
S ⊆ Z ïîëóëèíåéíî, åñëè S ïðåäñòàâèìî â âèäå⋃

{A1, . . . ,An} = A1 ∪ · · · ∪ An,

ãäå n ∈ N è A1, . . . , An ñóòü àðèôìåòè÷åñêèå ïðîãðåññèè; çäåñü ïðè
n = 0 ïîëó÷àåòñÿ

⋃
∅ = ∅, à ïîòîìó ∅ ïîëóëèëåéíî.
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Ïðåäëîæåíèå

Ïóñòü S ,P ⊆ Z ïîëóëèíåéíû. Òîãäà S ∪ P è S ∩ P ïîëóëèíåéíû.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïî óñëîâèþ ñóù. àðèôìåòè÷åñêèå ïðîãðåññèè A1, . . . ,An è B1, . . . ,Bm

òàêèå, ÷òî

S = A1 ∪ · · · ∪ An è P = B1 ∪ · · · ∪ Bm.

Î÷åâèäíî, S ∪ P ïîëóëèíåéíî. Êðîìå òîãî,

S ∩ P =
n⋃

i=1

m⋃
j=1

(Ai ∩ Bj).

Ñòàëî áûòü, S ∩ P ïîëóëèíåéíî, ïîñêîëüêó ïåðåñå÷åíèå (äâóõ) àðèô-
ìåòè÷åñêèõ ïðîãðåññèé ñíîâà ÿâë. àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèåé.
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Äëÿ ëþáûõ n ∈ N+ è t ∈ Termσ≡ ïîëîæèì

−n := −n è (−n) t := −nt.

Ýòè îáîçíà÷åíèÿ ïîçâîëÿò íàì ñîêðàòèòü çàïèñü â ðÿäå ñëó÷àåâ.

Ëåììà

Êàæäîå ïîëóëèíåéíîå ïîäìíîæåñòâî Z îïðåäåëèìî â Z.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Äëÿ ëþáûõ a, b ∈ Z ìû ìîæåì îïðåäåëèòü a+ bN â Z ïîñðåäñòâîì σ-
ôîðìóëû

Ψa,b (x) := ∃u (0 6 u ∧ x = a + bu).

Çíà÷èò, âñÿêîå ïîëóëèíåéíîå ïîäìíîæåñòâî Z ìîæíî îïðåäåëèòü â Z
ïîñðåäñòâîì äèçúþíêöèè òàêîãî ðîäà σ-ôîðìóë. Ïðè ýòîì ïîä ¾ïóñ-
òîé äèçúþíêöèåé¿ ïîíèìàåòñÿ ⊥, ðàçóìååòñÿ.
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Ëåììà

Êàæäîå ïîäìíîæåñòâî Z, îïðåäåëèìîå â Z, ïîëóëèíåéíî.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïóñòü S ⊆ Z îïðåäåëèìî â Z. Òîãäà, â ñèëó ýëèìèíàöèè êâàíòîðîâ â
Th (Z≡), íàéä�åòñÿ áåñêâàíòîðíàÿ σ≡-ôîðìóëà Φ (x), êîòîðàÿ îïðåäå-
ëÿåò S â Z≡, ïðè÷�åì ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî:

I ¬ íå âõîäèò â Φ;

I êàæäàÿ àòîìàðíàÿ ïîäôîðìóëà Φ èìååò îäèí èç âèäîâ

ax = b, ax < b èëè ax ≡m b,

ãäå a, b ∈ Z è m ∈ N \ {0, 1}.

Ïîñêîëüêó ñåìåéñòâî âñåõ ïîëóëèí. ïîäìíîæåñòâ Z çàìêíóòî îòíîñè-
òåëüíî êîíå÷íûõ îáúåä. è ïåðåñå÷., äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî âñÿêàÿ
àòîìàðíàÿ ïîäôîðìóëà Φ îïðåäåëÿåò â Z≡ ïîëóëèí. ìíîæåñòâî.

. . .
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Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå).

Ðàññìîòðèì ïðîèçâ. àòîìàðíóþ ïîäôîðìóëó Ω â Φ. Åñëè êîýôèöèåíò
ïðè x â Ω ðàâåí íóëþ, òî Ω îïðåäåëÿåò ∅ èëè Z â Z≡. Ïðè ýòîì

Z = (0 + 1N) ∪ (0 + (−1)N).

Äàâàéòå ñ÷èòàòü, ÷òî êîýôôèöèåíò ïðè x íå ðàâåí íóëþ.

I Ïóñòü Ω èìååò âèä ax = b, ãäå a 6= 0. Åñëè b/a ∈ Z, òî Ω îïðå-
äåëÿåò {b/a}. Èíà÷å Ω îïðåäåëÿåò ∅.

. . .
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Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå).

I Ïóñòü Ω èìååò âèä ax < b, ãäå a 6= 0. Åñëè b/a ∈ Z è a < 0, òî
Ω îïðåäåëÿåò{

c ∈ Z | c > b

a

}
=

{
c ∈ Z | c > b

a
+ 1

}

=

(
b

a
+ 1

)
+ 1N.

Åñëè b/a 6∈ Z è a < 0, òî Ω îïðåäåëÿåò{
c ∈ Z | c > b

a

}
=

{
c ∈ Z | c >

⌈
b

a

⌉}

=

⌈
b

a

⌉
+ 1N.

Àíàëîãè÷íî äëÿ a > 0.

. . .
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Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå).

I Ïóñòü Ω èìååò âèä ax ≡m b, ãäå a 6= 0. Åñëè a äåëèòñÿ íà m,
òî Ω îïðåäåëÿåò ∅ èëè Z. Ïîýòîìó ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî a
íå äåëèòñÿ íà m. Âîçüì�åì

d := íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü a è m.

Åñëè d íå äåëèò b, òî Ω îïðåäåëÿåò ∅; åñëè d äåëèò b, òî Ω
îïðåäåëÿåò

{c ∈ Z | ac ≡ b (modm)} =
{
c ∈ Z | c ≡ c0

(
mod

m

d

)}
=
(
c0 +

m

d
N
)
∪
(
c0 +

(
−m

d

)
N
)
,

ãäå c0 � ÷àñòíîå ðåøåíèå äëÿ ax ≡ b (modm), êîòîðîå ñòðî-
èòñÿ ýôôåêòèâíî ïî a, b è m.

Ñ.Î. Ñïåðàíñêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Òåîðåìà

S ⊆ Z îïðåäåëèìî â Z òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà S ïîëóëèíåéíî.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Íåìåäëåííî ñëåäóåò èç äâóõ ëåìì âûøå.

Çàìå÷àíèå

Î÷åâèäíî, åñëè A � ïðîèçâîëüíàÿ ñòðóêòóðà, òî ñåìåéñòâî âñåõ ìíî-
æåñòâ, îïðåäåëèìûõ â A, çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî äîïîëíåíèé. Ñòàëî
áûòü, ñåìåñòâî âñåõ ïîëóëèíåéíûõ ïîäìíîæåñòâ Z îêàçûâàåòñÿ çàìê-
íóòî îòíîñèòåëüíî äîïîëíåíèé.
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Îáùèå êîììåíòàðèè

I Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû ìîæíî ïîëó÷èòü äëÿ ïîäìíîæåñòâ Z`.

I Ïîëóëèíåéíûå ïîäìíîæåñòâà (Z`) òåñíî ñâÿçàíû ñ òàêèìè ðàç-
äåëàìè òåîðåòè÷åñêîé èíôîðìàòèêè êàê òåîðèÿ ôîðì. ÿçûêîâ
è òåîðèÿ àâòîìàòîâ. Ê êîìáèíàòîðèêå îíè òîæå èìåþò ïðÿìîå
îòíîøåíèå. Â îáùåì, êàê îáúåêò èçó÷åíèÿ îíè èíòåðåñíû.

I Ýëèìèíàöèÿ êâàíòîðîâ äëÿ Th (Z≡) áûëà äîêàçàíà â ìàãèñòåð-
ñêîé äèññåðòàöèè Ìîèñåÿ Ïðåñáóðãåðà; ïîýòîìó Th (Z) îáû÷íî
íàçûâàþò àðèôìåòèêîé Ïðåñáóðãåðà.
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