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ßâíàÿ àêñèîìàòèêà äëÿ Th (Z≡)

Èçâëå÷åíèå àêñèîì èç ýëèìèíàöèè êâàíòîðîâ � íåòðèâèàëüíàÿ, íî
ñðàâíèòåëüíî íåñëîæíàÿ çàäà÷à. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ZA≡ ìíîæåñòâî,
ñîñòîÿùåå èç óíèâåðñàëüíûõ çàìûêàíèé ñëåäóþùèõ σ≡-ôîðìóë.

Àêñèîìû ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûõ àáåëåâûõ ãðóïï:

I (x + y) + z = x + (y + z),

I x + y = y + x ,

I x + 0 = x ,

I x + (−x) = 0,

I x 6< x ,

I x < y ∧ y < z → x < z ,

I x 6= y → x < y ∨ y < x è

I x < y → x + z < y + z .
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Àêñèîìû äëÿ (íóëÿ è) åäèíèöû:

I 0 < 1 è

I x 6 0 ∨ 1 6 x .

Àêñèîìû äëÿ ñðàâíåíèé ïî ìîäóëþ:

I x ≡m y ↔ ∃z x = y + mz è

I
∨m−1

k=0 (x ≡m k) äëÿ m ∈ {2, 3, . . . }.

Î÷åâèäíî, Z≡ ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüþ ZA≡, à ïîòîìó

[ZA≡] ⊆ Th (Z≡).

Íàøà áëèæàéøàÿ öåëü � äîêàçàòü, ÷òî ZA≡ âûâîäèò âñå èñòèííûå â
Z≡ / îïðîâåðãàåò âñå ëîæíûå â Z≡ áåñêâ. σ≡-ïðåäëîæåíèÿ.
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Íàïîìèíàþ, ÷òî âìåñòî −n, ãäå n ∈ N, ìû èíîãäà ïèøåì −n.

Çàìå÷àíèå

Ðàçóìååòñÿ, êàê è â òåîðèè àáåëåâûõ ãðóïï, â ZA≡ âûâîäèìû

− (x + y) = (−x) + (−y) è − (−x) = x .

Ïîýòîìó, â ÷àñòíîñòè, äëÿ êàæäîãî n ∈ N â ZA≡ ìîæíî âûâåñòè

−n = n (−1) è − (−n) = n.

Ïðåäëîæåíèå

Ïóñòü a, b ∈ Z. Òîãäà ZA≡ ` a + b = a + b.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ýòî ìîæíî ëåãêî ïîëó÷èòü èç àêñèîì àáåëåâûõ ãðóïï.
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Ëåììà

Ïóñòü t ∈ Term◦σ≡ . Òîãäà ZA≡ ` t = tZ
≡
.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïðåîáðàçóåì t ñëåäóþùèì îáðàçîì.

i. Ïðîíîñèì − âíóòðü t, ÷òîáû − ñòîÿëî òîëüêî ïåðåä 0 è 1.

ii. Ñ ïîìîùüþ ïðåäëîæåíèÿ âûøå ïîëó÷àåì çàìíóòûé σ≡-òåðì
âèäà a, ãäå a ∈ Z. Â èòîãå ZA≡  t = a; ïðè ýòîì a ñîâïàä�åò
ñî çíà÷åíèåì t â Z≡, ðàçóìååòñÿ.
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Ïðèìåð

Ðàññìîòðèì çàìêíóòûé σ≡-òåðì

t := (1− (2− 5)) + (3− 2).

Òîãäà â ZA≡ ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ öåïî÷êó ðàâåíñòâ:

(1− (2− 5)) + (3− 2) =

(1 + (− (2 + (−5)))) + (3 + (−2)) =

(1 + ((−2) + (− (−5)))) + (3 + (−2)) =

(1 + ((−2) + 5)) + (3 + (−2)) =

(1 + 3) + (3 + (−2)) =

4 + (3 + (−2)) =

4 + 1 =

5 .

Çíà÷èò, ZA≡  t = 5.
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Ïðåäëîæåíèå

Ïóñòü m ∈ N \ {0, 1} è k ∈ {1, . . . ,m − 1}. Òîãäà ZA≡ ` ¬k ≡m 0.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Áóäåì ðàññóæäàòü âíóòðè ZA≡.

Ïóñòü k ≡m 0. Çíà÷èò, k = mz äëÿ íåêîòîðîãî z .

I Åñëè z > 0, òî z > 1, à ïîòîìó

k = mz > m1 > k1 + (m − k)0 = k

� ïðîòèâîðå÷èå.

I Åñëè z 6 0, òî ìû ïîëó÷àåì

0 = m0 > mz = k > k0 = 0

� ïðîòèâîðå÷èå.
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Ëåììà

Äëÿ ëþáîãî àòîìàðíîãî σ≡-ïðåäëîæåíèÿ Ω:

i. åñëè Z≡  Ω, òî ZA≡ ` Ω;

ii. eñëè Z≡ 1 Ω, òî ZA≡ ` ¬Ω.

Äîêàçàòåëüñòâî.

i. Ïóñòü Z≡  Ω. Ðàçóìååòñÿ, Ω èìååò âèä t1 ◦ t2, ãäå t1, t2 ∈ Term◦σ≡

è ◦ ∈ {=, <,≡2,≡3, . . . }. Äëÿ óäîáñòâà îáîçíà÷èì

a1 := tZ
≡

1 è a2 := tZ
≡

2 .

Â ñèëó ëåììû âûøå, â ZA≡ âûâîäèìû t1 = a1 è t2 = a2.
. . .
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Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå).

I Ïóñòü Ω èìååò âèä t1 = t2. Òîãäà a1 ðàâíî a2. Ïîýòîìó â ZA≡

âûâîäèìî
t1 = a1 = a2 = t2.

I Ïóñòü Ω èìååò âèä t1 < t2. Òîãäà a1 (ñòðîãî) ìåíüøå a2. Ïîý-
òîìó â ZA≡ âûâîäèìî

t2 = a2 = a1 + a2 − a1 = a1 + (a2 − a1) 1

> a1 + (a2 − a1) 0 = a1 = t1.

. . .
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Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå).

I Ïóñòü Ω èìååò âèä t1 ≡m t2. Òîãäà a1 ðàâíî a2 + mb äëÿ íåê.
b ∈ Z. Ïîýòîìó â ZA≡ âûâîäèìî

t1 = a1 = a2 + mb = a2 + mb = t2 + mb.

Ñòàëî áûòü, ZA≡ ` ∃z t1 = t2 + mz . Çíà÷èò, ZA≡ ` t1 ≡m t2.

ii. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî â ZA≡ âûâîäèìû

¬x = y ↔ (x < y ∨ y < x),

¬x < y ↔ (x = y ∨ y < x) è

¬x ≡m y ↔ (x ≡m y + 1 ∨ · · · ∨ x ≡m y + m − 1),

ãäå m ∈ N \ {0, 1}. Ïîýòîìó (ii) ìîæíî ïîëó÷èòü èç (i).
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Ïðåäëîæåíèå

Äëÿ ëþáîãî áåñêâàíòîðíîãî σ≡-ïðåäëîæåíèÿ Φ:

i. åñëè Z≡  Φ, òî ZA≡ ` Φ;

ii. eñëè Z≡ 1 Φ, òî ZA≡ ` ¬Φ.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Èíäóêöèÿ ïî ïîñòðîåíèþ Φ, ïðè÷�åì ñðàçó äëÿ îáîèõ ïóíêòîâ.

I Ïóñòü Φ ∈ Atσ. Òîãäà âñ�å ñëåäóåò èç ëåììû âûøå.

I Ïóñòü Φ = ¬Ψ. Åñëè Z≡  Φ, òî Z≡ 1 Ψ, à ïîòîìó ZA≡ ` ¬Ψ,
â ñèëó èíä. ãèïîòåçû. Åñëè Z≡ 1 Φ, òî Z≡  Ψ, îòêóäà, ââèäó
èíä. ãèïîòåçû, ZA≡ ` Ψ, à ïîòîìó ZA≡ ` ¬¬Ψ.

. . .
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Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå).

I Ïóñòü Φ = Ψ ∧Θ. Åñëè Z≡  Φ, òî

Z≡  Ψ è Z≡  Θ,

îòêóäà, â ñèëó èíä. ãèïîòåçû, ZA≡ ` Ψ è ZA≡ ` Θ, à ïîòîìó
ZA≡ ` Ψ ∧Θ. Eñëè Z≡ 1 Φ, òî

Z≡ 1 Ψ èëè Z≡ 1 Θ,

îòêóäà, â ñèëó èíä. ãèïîòåçû, ZA≡ ` ¬Ψ èëè ZA≡ ` ¬Θ, ÷òî
âëå÷�åò ZA≡ ` ¬ (Ψ ∧Θ).

I Àíàëîãè÷íî äëÿ Φ = Ψ ∨Θ è Φ = Ψ→ Θ.
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Âàðèàöèÿ íà äîêàçàòåëüñòâî.

Ïóñòü Φ � áåñêâàíòîðíîå σ≡-ïðåäëîæåíèå. ßñíî, ÷òî Φ ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé áóëåâó êîìáèíàöèþ àòîìàðíûõ σ≡-ïðåäëîæåíèé. Ââèäó ëåììû
âûøå, Φ ëèáî èñòèííî âî âñåõ ìîäåëÿõ ZA≡, ëèáî ëîæíî âî âñåõ ìî-
äåëÿõ ZA≡, ò.å.

ëèáî ZA≡ � Φ, ëèáî ZA≡ � ¬Φ.

Â ïåðâîì ñëó÷àå ìû ïîëó÷àåì ZA≡ ` Φ, à âî âòîðîì � ZA≡ ` ¬Φ.

Çíà÷èò, äëÿ ëþáîãî áåñêâàíòîðíîãî σ≡-ïðåäëîæåíèÿ Φ,

Z≡  Φ ⇐⇒ ZA≡ ` Φ;

ïðè ýòîì, êàê ëåãêî ïîíÿòü, Z≡  Φ ðàâíîñèëüíî Th (Z≡) ` Φ.
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Òåîðåìà (ñëåäñòâèå ýëèìèíàöèè êâàíòîðîâ)

Th (Z≡) = [ZA≡].

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ñðàâíèòåëüíî íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî â äîêàçàòåëüñòâå ýëèìèíàöèè
êâàíòîðîâ â Th (Z≡), ïðèâåä�åííîì ðàíåå,

¾Th (Z≡) `¿ âñþäó ìîæíî çàìåíèòü íà ¾ZA≡ `¿.

Ïîýòîìó τ , êîòîðàÿ ðåàëèçóåò ýëèìèíàöèþ êâàíòîðîâ â Th (Z≡), ðåà-
ëèçóåò å�å è â ZA≡. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ âñÿêîãî Φ ∈ Sentσ≡ :

ZA≡ ` Φ ⇐⇒ ZA≡ ` τ (Φ);

Th (Z≡) ` Φ ⇐⇒ Th (Z≡) ` τ (Φ),

ïðè÷�åì Th (Z≡) ` τ (Φ), êàê ìû çíàåì, ðàâíîñèëüíî ZA≡ ` τ (Φ).
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Çàìå÷àíèå

Íà ñàìîì äåëå, òî, ÷òî ýëèìèíàöèþ êâàíòîðîâ äëÿ ZA≡ ðåàëèçóåò òà
æå ñàìàÿ ôóíêöèÿ, íåñóùåñòâåííî. Âàæíî ñëåäóþùåå:

a. Z≡ ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüþ ZA≡;

b. ZA≡ äîïóñêàåò ýëèìèíàöèþ êâàíòîðîâ;

c. ZA≡ çíàåò âñ�å ïðî áåñêâàíòîðíûå σ≡-ïðåäëîæåíèÿ.

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ôóíêöèÿ τ ′ ðåàëèçóåò ýëèìèíàöèþ êâàíòîðîâ â
ZA≡. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå Φ ∈ Sentσ≡ .

I Ïóñòü Z≡  Φ. Òîãäà Z≡  τ ′ (Φ), ïîñêîëüêó ZA≡ ` Φ↔ τ ′ (Φ)
è Z≡  ZA≡. Çíà÷èò, ZA≡ ` τ ′ (Φ), îòêóäà ZA≡ ` Φ.

I Ïóñòü ZA≡ ` Φ. Òîãäà Z≡  Φ ââèäó Z≡  ZA≡.

Îòìåòèì, ÷òî îò τ ′ íå òðåáóåòñÿ âû÷èñëèìîñòè.
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ßâíàÿ àêñèîìàòèêà äëÿ Th (Z)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ZA ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç óíèâåðñ. çàìûêàíèé
ñëåäóþùèõ σ-ôîðìóë.

I Àêñèîìû ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûõ àáåëåâûõ ãðóïï.

I Àêñèîìû äëÿ íóëÿ è åäèíèöû: 0 < 1 è x 6 0 ∨ 1 6 x .

I Íîâûå àêñèîìû äëÿ ñðàâíåíèé ïî ìîäóëþ:∨m−1

k=0
Pm (x , k) äëÿ m ∈ {2, 3, . . . };

òóò Pm (x , k) îáîçíà÷àåò ∃z (x = k + mz), ãäå z îòëè÷íà îò x .

Òåîðåìà

Th (Z) = [ZA].
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Äîêàçàòåëüñòâî.

Î÷åâèäíî, Th (Z) = Th (Z≡) ∩ Sentσ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû:

I êàæäóþ ìîäåëü ZA ìîæíî (åä. îá.) îáîãàòèòü äî ìîäåëè ZA≡;

I êàæäóþ ìîäåëü ZA≡ ìîæíî îáåäíèòü äî ìîäåëè ZA.

Ñòàëî áûòü, äëÿ ëþáîãî Φ ∈ Sentσ,

ZA � Φ ⇐⇒ ZA≡ � Φ.

Òàê êàê � ñîâïàäàåò ñ `, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî [ZA] = [ZA≡] ∩ Sentσ. Ñëå-
äîâàòåëüíî, [ZA] = Th (Z) ââèäó [ZA≡] = Th (Z≡).

Çàìå÷àíèå

Òî, ÷òî [ZA] ñîâïàäàåò ñ [ZA≡]∩ Sentσ, íåòðóäíî äîêàçàòü è èç ÷èñòî
äåäóêòèâíûõ ñîîáðàæåíèé, íå ïðèáåãàÿ ê ïîìîùè ìîäåëåé.
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Âìåñòî àêñèîì äëÿ ñðàâíåíèé ìîæíî ðàññìîòðåòü σ-ôîðìóëû âèäà

Φ (x/0) ∧ ∀x (0 6 x ∧ Φ→ Φ (x/(x + 1)))→ ∀x (0 6 x → Φ).

Ìû áóäåì íàçûâàòü èõ àêñèîìàìè èíäóêöèè. Îáîçíà÷èì ñîîòâåòñò-
âóþùåå ìíîæåñòâî σ-ïðåäëîæåíèé ÷åðåç ZA′.

Ïðåäëîæåíèå

[ZA′] = [ZA].

Äîêàçàòåëüñòâî.

⊆ ßñíî, ÷òî Z  ZA′, à ïîòîìó [ZA′] ⊆ Th (Z) = [ZA].
. . .
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Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå).

⊇ Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî óíèâåðñàëüíûå çàìûêàíèÿ àêñèîì äëÿ

ñðàâíåíèé âûâîäèìû â ZA′. Ïóñòü m ∈ N \ {0, 1}. Îáîçíà÷èì

Ψm (x) :=
∨m−1

k=0
Pm (x , k).

Äàëåå áóäåì ðàññóæäàòü âíóòðè ZA′.

Ñíà÷àëà ïî èíäóêöèè äîêàæåì, ÷òî ∀x (0 6 x → Ψm (x)).

Áàçà: Î÷åâèäíî, 0 = 0 + m0, à ïîòîìó Pm (0, 0), îòêóäà Ψm (x/0).
. . .
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Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå).

Øàã èíäóêöèè: Ïóñòü Ψm (x), ò.å. íàéä�åòñÿ k ∈ {0, . . . ,m − 1} òàêîå,
÷òî Pm (x , k). Çíà÷èò, x = k + mz äëÿ íåêîòîðîãî z . Îòñþäà

x + 1 = k + mz + 1 = k + 1 + mz .

Ïðè ýòîì k + 1 6 m, ïîñêîëüêó k < m.

I Åñëè k + 1 < m, òî Ψm (x/ (x + 1)) ââèäó Pm (x + 1, k + 1).

I Åñëè k + 1 = m, òî x + 1 = m + mz = m (z + 1), à ïîòîìó
Pm (x + 1, 0), îòêóäà âíîâü Ψm (x/ (x + 1)).

. . .
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Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå).

Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî ∀x (x < 0→ Ψm (x)).

Ïóñòü x < 0. Òîãäà 0 < −x . Ïîýòîìó íàéäóòñÿ k ∈ {0, . . . ,m − 1} è z
òàêèå, ÷òî −x = k + mz .

I Ïóñòü k = 0. Òîãäà x = −mz , à ïîòîìó Pm (x , 0), îòêóäà Ψm (x).

I Ïóñòü k 6= 0. Òîãäà x = −k −mz , ÷òî ìîæíî ïåðåïèñàòü êàê

x = m − k −mz −m = m − k −m (z + 1),

à ïîòîìó Pm (x ,m − k), îòêóäà Ψm (x).

Íàêîíåö, îáúåäèíÿÿ âìåñòå ñëó÷àè 0 6 x è x < 0, ìû ïîëó÷àåì

∀x ((0 6 x ∨ x < 0)→ Ψm (x)),

÷òî ðàâíîñèëüíî ∀x Ψm (x).

Ñ.Î. Ñïåðàíñêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà



Âàðèàöèÿ íà òåìó

Çàäàäèì σ+ êàê 〈0; s1,+2;<2,=2〉.

Îáîçíà÷èì ñòàíäàðòíóþ σ+-ñòðóêòóðó ñ íîñèòåëåì N ÷åðåç N+.

Äëÿ ïðîâåäåíèÿ ýëèìèíàöèè îïÿòü íóæíî ðàñøèðèòü σ+:

σ≡+ := σ+ ∪ {≡2,≡3, . . . }.

Îáîçíà÷èì çà N≡+ ñòàíäàðòíóþ σ≡+ -ñòðóêòóðó ñ íîñèòåëåì N.

Ñ íåçíà÷èòåëüíûìè èçìåíåíèÿìè âñå ðåçóëüòàòû, çàìå÷àíèÿ è êîì-
ìåíòàðèè, êàñàþùèåñÿ Z è Z≡, ïåðåíîñÿòñÿ íà N+ è N≡+ .

Ïîä àðèôìåòèêîé Ïðåñáóðãåðà ïîíèìàþò êàê Th (Z), òàê è Th (N+).
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I Ïîñêîëüêó N+ â íåêîòîðîì ñìûñëå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ Z, ìîæåò
ïîêàçàòüñÿ, ÷òî N+ ïðîùå Z. Îäíàêî, êàê èçâåñòíî, ýëåìåíòû
Z ìîæíî ìîäåëèðîâàòü ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòîâ N× N; ïîýòîìó
N+ è Z îêàçûâàþòñÿ ¾âçàèìíî èíòåðïðåòèðóåìû¿.

I Ó Th (N+) èìååòñÿ àêñèîìàòèêà, àíàëîãè÷íàÿ ZA. Íî òóò åñòü
ñâîè íþàíñû, ñâÿçàííûå ñ òåì, ÷òî ïîðîé ¾ïîç. óòâåðæäåíèÿ¿
âûâîäÿòñÿ â ZA ñ ïîìîùüþ −. Òàê, â ZA âûâîäèìî

x + z < y + z −→ x < y

ïîñêîëüêó ê îáåèì ÷àñòÿì èñõîäíîãî íåðàâåíñòâà ìîæíî äîáà-
âèòü −z . Ðàçóìååòñÿ, ýòî äîëæíî áûòü âûâîäèäèìî èç àêñèîì
äëÿ Th (N+), õîòÿ −z ïðè ýòîì èñïîëüçîâàòü íåëüçÿ.
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Îäíà èç ÿâíûõ àêñèîìàòèê äëÿ Th (N+)

Äëÿ ðàçíîîáðàçèÿ ðàññìîòðèì àêñèîìàòèêó äëÿ Th (N+), êîòîðàÿ
âíåøíå íåïîõîæà íà ZA. Îáîçíà÷èì ÷åðåç PrA ìíîæåñòâî, ñîñòîÿ-
ùåå èç óíèâåðñàëüíûõ çàìûêàíèé σ+-ôîðìóë

I s (x) 6= 0,

I s (x) = s (y)→ x = y ,

I x + 0 = x ,

I x + s (y) = s (x + y),

I x 6< 0 è

I x < s (y)↔ (x < y ∨ x = y),

à òàêæå óíèâåðñàëüíûõ çàìûêàíèé âñåõ σ+-ôîðìóë âèäà

Φ (x/0) ∧ ∀x (Φ (x/x)→ Φ (x/s (x)))→ ∀x Φ,

êîòîðûå â ñîâîêóïíîñòè íàçûâàþòñÿ ñõåìîé àêñèîì èíäóêöèè â σ+.
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Óïðàæíåíèå %ñì. ïðàêòè÷åñêèå çàíÿòèÿ

Ñëåäóþùèå σ+-ôîðìóëû (èõ óíèâåðñ. çàìûêàíèÿ) âûâîäèìû â PrA:

a. (x + y) + z = x + (y + z);

b. x + y = y + x ;

c. x 6< x ;

d. x < y ∧ y < z → x < z ;

e. x 6= y → x < y ∨ y < x ;

f. x < y ↔ x + z < y + z ;

g. x < s (x);

h. y 6 x ∨ s (x) 6 y ;

i. x 6 y → ∃!z x + z = y .

Â ðåçóëüòàòå PrA íà÷èíàåò ïîõîäèòü íà ZA′.
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Çàìå÷àíèå

Äàëåå, ïî àíàëîãèè ñ òåì, êàê ìû äîêàçûâàëè [ZA′] = Th (Z), ìîæíî
ïîêàçàòü, ÷òî [PrA] ñîâïàäàåò ñ Th (N+). Òàêèì îáðàçîì, Th (N+) �
ýòî ðàçðåøèìàÿ òåîðèÿ, êîòîðàÿ çàäàåòñÿ âåñüìà åñòåñòâåííûì ìíî-
æåñòâîì àêñèîì. Âìåñòå ñ òåì èçâåñòíî, ÷òî ïðè äîáàâëåíèè â ÿçûê
óìíîæåíèÿ ðàçðåøèìîñòü òåðÿåòñÿ áåñïîâîðîòíî. Â äàëüíåéøåì ýòî
óòâåðæäåíèå áóäåò óòî÷íåíî è äîêàçàíî.
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Áîëüøå ïðèìåðîâ ðàçðåøèìûõ òåîðèé %îáçîðíîå

I Òåîðèÿ âåùåñòâåííî çàìêíóòûõ (óïîðÿäî÷åííûõ) ïîëåé, êîòî-
ðàÿ ñîâïàäàåò ñ òåîðèåé óïîð. ïîëÿ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë.

I Òåîðèÿ ëèíåéíûõ ïîðÿäêîâ.

I Òåîðèÿ áóëåâûõ àëãåáð.

I Òåîðèÿ ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûõ àáåëåâûõ ãðóïï.

I Òåîðèÿ êëàññà âñåõ êîíå÷íûõ ïîëåé.

Çàìå÷àíèå

Âîîáùå, åñëè òåîðèÿ êëàññà K ðàçðåøèìà, òî òåîðèÿ êëàññà Kfin âñåõ
êîíå÷íûõ ñòðóêòóð èç K îáû÷íî òàêæå ðàçðåøèìà. Òîò ôàêò, ÷òî Kfin

ïðàêòè÷åñêè íèêîãäà íå àêñèîìàòèçèðóåì, íà ýòî íå âëèÿåò.
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Ïðèìåðû íåðàçðåøèìûõ òåîðèé %îáçîðíîå

I Òåîðèÿ ñòàíäàðòíîé ìîäåëè àðèôìåòèêè.

I Òåîðèÿ êîëüöà öåëûõ ÷èñåë.

I Òåîðèÿ ïîëÿ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë.

I Òåîðèÿ ÷àñòè÷íûõ ïîðÿäêîâ.

I Òåîðèÿ äèñòðèáóòèâíûõ ðåø�åòîê.

I Òåîðèÿ ãðóïï.

I Òåîðèÿ ïîëåé, à òàêæå òåîðèÿ ïîëåé õàðàêòåðèñòèêè 0.

Ïðè ýòîì ïîñëåäíèå ÷åòûðå òåîðèè îêàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíû Halt
ñ âû÷. òî÷êè çðåíèÿ, à ïåðâûå òðè � ¾â ℵ0 ðàç ñëîæíåå Halt¿.
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Áîëåå ñïåöèàëüíûå, íî ïî-ñâîåìó ïîëåçíûå íåðàçðåøèìûå òåîðèè:

I Òåîðèÿ ñèììåòðè÷íûõ èððåôëåêñèâíûõ ãðàôîâ.

I Òåîðèÿ äâóõ ýêâèâàëåíòíîñòåé.

I Òåîðèÿ äâóõ ëèíåéíûõ ïîðÿäêîâ.

I Òåîðèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè è ëèíåéíîãî ïîðÿäêà.

Âñå îíè áóäóò ýêâèâàëåíòíû Halt (ñ âû÷èñëèòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ).
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Çàìå÷àíèå

Ïóñòü Γ ∪ {Φ} ⊆ Sentσ. Òîãäà äëÿ ëþáîãî Ψ ∈ Sentσ,

Γ ∪ {Φ} ` Ψ ⇐⇒ Γ ` Φ→ Ψ.

Ñòàëî áûòü, [Γ ∪ {Φ}] 6 [Γ]. Ïîýòîìó, â ÷àñòíîñòè:

I íåðàçðåøèìîñòü òåîðèè ÷àñòè÷íûõ ïîðÿäêîâ âëå÷�åò íåðàçðå-
øèìîñòü òåîðèè ïðåäïîðÿäêîâ, à èç íåðàçðåøèìîñòè òåîðèè
ïîëåé ñëåäóåò íåðàçðåøèìîñòü òåîðèè êîëåö;

I èç ðàçðåøèìîñòè òåîðèè ëèíåéíûõ ïîðÿäêîâ ïîëó÷àåòñÿ ðàç-
ðåøèìîñòü òåîðèè ïëîòíûõ ëèíåéíûõ ïîðÿäêîâ.

Áîëåå òîíêèé ìåòîä � ýòî ¾èíòåðïðåòàöèÿ îäíîãî êëàññà â äðóãîì¿.
Íàïðèìåð, ïîñêîëüêó ïîëå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ìîæíî ñìîäåëèðîâàòü
â ðàìêàõ ïîëÿ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, òåîðèþ ïåðâîãî ìîæíî ñâåñòè ê
òåîðèè âòîðîãî, à ïîòîìó òåîðèÿ ïîëÿ C ðàçðåøèìà.
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Ïðèìåð

Äëÿ óäîáñòâà îáîçíà÷èì çà Q è R ñòàíäàðòíûå ïîëÿ íàä Q è R ñîîò-
âåòñòâåííî. ßñíî, ÷òî Q ÿâëÿåòñÿ ïîäïîëåì R. Âìåñòå ñ òåì:

I Th (R) ðàçðåøèìî;

I Th (Q) íåðàçðåøèìî (áîëåå òîãî, äàëåêî îò ïåðå÷èñëèìîñòè).

Ïîýòîìó Q íå îïðåäåëèìî â R, ïîñêîëüêó èíà÷å ìû ìîãëè áû ñìîäå-
ëèðîâàòü Q â ðàìêàõ R, ÷òî äàëî áû Th (Q) 6 Th (R).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îáîãàùåíèå R ïîñðåäñòâîì äîáàâëåíèÿ îäíîìåñò-
íîãî ïðåäèêàòà ¾áûòü ðàöèîíàëüíûì ÷èñëîì¿ èìååò êàê ìèí. òó æå
� íà ñàìîì äåëå, êóäà áîëüøóþ � ñëîæíîñòü, ÷òî è Q.
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Îáùèå êîììåíòàðèè

I Ðàçðåøèìûå òåîðèè âñòðå÷àþòñÿ ñðàâíèòåëüíî ðåäêî, íî îá-
ëàäàþò îñîáîé ïðèâëåêàòåëüíîñòüþ.

I Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàçðåøèìîñòè òåîðèé òàêèõ êëàññîâ êàê
áóëåâû àëãåáðû, àáåëåâû ãðóïïû è êîíå÷íûå ïîëÿ òðåáóåòñÿ
ãëóáîêèé àíàëèç ñòðîåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòðóêòóð.

I Áîëüøèíñòâî òåîðèé íåðàçðåøèìû. Ñëîæíîñòü òàêèõ òåîðèé
ìîæíî èçìåðÿòü â òåðìèíàõ ñòåïåíåé.

I ×òîáû ãëóáæå ïîíÿòü àëãîðèòìè÷åñêèå ñâîéñòâà òåîðèè, ìû
ìîæåì ïåðåéòè ê èçó÷åíèþ å�å åñòåñòâåííûõ ôðàãìåíòîâ, êî-
òîðûå ñîñòîÿò èç ôîðìóë ñïåöèàëüíîãî âèäà.
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