
Ãëàâà 3

Ðàçðåøèìîñòü è äðóãèå

ôóíäàìåíòàëüíûå ñâîéñòâà

3.1. Ìåòîä ôèëüòðàöèè, ñâîéñòâî êîíå÷íûõ ìîäåëåé

Ïóñòü µ = 〈W,≤, v〉 � ïðîèçâîëüíàÿ ìîäåëü äëÿ Int, à Φ � ìíîæåñòâî ôîðìóë ÿçûêà

L⊥, çàìêíóòîå îòíîñèòåëüíî ïîäôîðìóë, ò. å. âìåñòå ñ êàæäîé ôîðìóëîé ìíîæåñòâî Φ

ñîäåðæèò òàêæå âñå å¼ ïîäôîðìóëû.

Îïðåäåëèì íà W äâóìåñòíîå îòíîøåíèå ≡Φ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

x ≡Φ y ⇐⇒ ∀ϕ ∈ Φ (µ |=x ϕ ⇔ µ |=y ϕ),

ãäå x, y ∈ W . ßñíî, ÷òî ≡Φ � ýêâèâàëåíòíîñòü íà ìíîæåñòâå âîçìîæíûõ ìèðîâ W . Îáî-

çíà÷èì [x]Φ := {y ∈ W | x ≡Φ y}.

Îïðåäåëåíèå 3.1.1. Ìîäåëü µ = 〈W ′,≤′, v′〉 íàçîâ¼ì ôèëüòðàöèåé ìîäåëè µ = 〈W,≤, v〉
ïî ìíîæåñòâó L⊥-ôîðìóë Φ, åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) W ′ = {[x]Φ | x ∈ W};

2) v′ (p) = {[x]Φ | x ∈ v (p) è p ∈ Φ} äëÿ êàæäîãî p ∈ Prop;

3) äëÿ ëþáûõ x, y ∈ W , åñëè x ≤ y, òî [x]Φ ≤′ [y]Φ;

4) äëÿ ëþáûõ x, y ∈ W , åñëè [x]Φ ≤′ [y]Φ, òî ∀ϕ ∈ Φ (µ |=x ϕ ⇒ µ |=y ϕ).

Çàìåòèì, ÷òî v′(p) � êîíóñ îòíîñèòåëüíî ≤′:

Ïóñòü [x]Φ ≤′ [y]Φ è [x]Φ ∈ v′(p). ßñíî, ÷òî x ∈ v(p), ò.å. µ |=x p, îòêóäà µ |=y p

(ââèäó óñëîâèÿ 4), ò.å. y ∈ v(p). Ñòàëî áûòü, [y]Φ ∈ v′(p).

Ïðè ýòîì v′(p) = ∅, åñëè p 6∈ Φ.
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Î÷åâèäíî, W ′ è v′ îäíîçíà÷íî çàäàþòñÿ óñëîâèÿìè 1 è 2. Âìåñòå ñ òåì óñëîâèÿ

3 è 4 óæå íå îïðåäåëÿþò ≤′ îäíîçíà÷íûì îáðàçîì. Ðàññìîòðèì ñïåöèàëüíîå áèíàðíîå

îòíîøåíèå ≤g íà W
′:

[x]Φ ≤g [y]Φ :⇐⇒ ∀ϕ ∈ Φ (µ |=x ϕ ⇒ µ |=y ϕ).

ßñíî, ÷òî ≤g ÿâëÿåòñÿ ïðåäïîðÿäêîì íà W ′. Â ñèëó ëåììû î ìîíîòîííîñòè, ≤g óäîâëå-

òâîðÿåò óñëîâèþ 3. Î÷åâèäíî, óñëîâèå 4 òàêæå âûïîëíåíî.

Èòàê, åñëè µ = 〈W,≤, v〉 � ìîäåëü, à Φ � ìíîæåñòâî ôîðìóë ÿçûêà L⊥, çàìêíóòîå
îòíîñèòåëüíî ïîäôîðìóë, òî ìîäåëü µg = 〈W ′,≤g, v

′〉, â êîòîðîé W ′ è v′ çàäàíû êàê â

îïðåäåëåíèè 3.1.1, áóäåò ôèëüòðàöèåé µ ïî Φ.

Ïðåäëîæåíèå 3.1.2. Ïóñòü µ = 〈W,≤, v〉 � ìîäåëü, Φ � ìíîæåñòâî ôîðìóë ÿçûêà

L⊥, çàìêíóòîå îòíîñèòåëüíî ïîäôîðìóë, µ′ = 〈W ′,≤′, v′〉 � ôèëüòðàöèÿ µ ïî Φ. Òîãäà

≤′⊆≤g.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òðèâèàëüíî.

Ïîýòîìó µg íàçûâàþò íàèáîëüøåé ôèëüòðàöèåé µ ïî Φ.

Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî ïåðåõîä ê ôèëüòðàöèè ïî ìíîæåñòâó ôîðìóë Φ íå âëèÿåò íà

èñòèííîñòü ôîðìóë èç äàííîãî ìíîæåñòâà.

Ëåììà 3.1.3 (î ôèëüðàöèè). Ïóñòü µ = 〈W,≤, v〉 � ìîäåëü, Φ � ìíîæåñòâî ôîðìóë

ÿçûêà L⊥, çàìêíóòîå îòíîñèòåëüíî ïîäôîðìóë, à µ′ = 〈W ′,≤′, v′〉 � ôèëüòðàöèÿ µ ïî

Φ. Òîãäà äëÿ ëþáûõ ϕ ∈ Φ è x ∈ W ,

µ |=x ϕ ⇐⇒ µ′ |=[x]Φ ϕ .

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèåé ïî ñëîæíîñòè ôîðìóëû.

Äëÿ ⊥ óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. Äëÿ p ∈ Φ ∩ Prop ìû èìååì:

µ |=x p ⇐⇒ x ∈ v (p) ⇐⇒ [x]Φ ∈ v′ (p) ⇐⇒ µ′ |=[x]Φ p .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå ëåììû âåðíî äëÿ ϕ è ψ (è âñåõ x ∈ W ). Òîãäà

µ |=x ϕ ∧ ψ ⇐⇒ µ |=x ϕ è µ |=x ψ ⇐⇒

µ′ |=[x]Φ ϕ è µ′ |=[x]Φ ψ ⇐⇒ µ′ |=[x]Φ ϕ ∧ ψ ,

Àíàëîãè÷íî äëÿ ϕ ∨ ψ. Îñòàëîñü ðàçîáðàòüñÿ ñ èìïëèêàöèåé:

� Ïóñòü µ′ |=[x]Φ ϕ → ψ. Åñëè x ≤ y è µ |=y ϕ, òî µ
′ |=[y]Φ ϕ (ââèäó èíäóêöèîííîé

ãèïîòåçû) è [x]Φ ≤′ [y]Φ, îòêóäà µ
′ |=[y]Φ ψ, ÷òî âëå÷¼ò µ |=y ψ (ïî èíäóêöèîííîé

ãèïîòåçå). Òàêèì îáðàçîì, µ |=x ϕ→ ψ.
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� Ïóñòü µ′ 6|=[x]Φ ϕ→ ψ, ò.å. ñóùåñòâóåò [y]Φ òàêîé, ÷òî

[x]Φ ≤′ [y]Φ, µ′ |=[y]Φ ϕ è µ′ 6|=[y]Φ ψ.

Â ñèëó èíäóêöèîííîé ãèïîòåçû, µ |=y ϕ è µ 6|=y ψ, à ïîòîìó µ 6|=y ϕ→ ψ. Ñòàëî

áûòü, µ 6|=x ϕ→ ψ, â ñèëó óñëîâèÿ 4 èç îïðåäåëåíèÿ ôèëüòðàöèè.

Òåîðåìà 3.1.4. Int ïîëíà îòíîñèòåëüíî êëàññà âñåõ êîíå÷íûõ øêàë.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ϕ ∈ Int, òî ϕ èñòèííà âî âñåõ øêàëàõ, â òîì ÷èñëå êîíå÷íûõ.

Ïóñòü ϕ 6∈ Int. Â ñèëó òåîðåìû î ïîëíîòå äëÿ Int, íàéäóòñÿ ìîäåëü µ = 〈W,≤, v〉 è
x ∈ W òàêèå, ÷òî µ 6|=x ϕ. Âîçüì¼ì

Φ := ìíîæåñòâî âñåõ ïîäôîðìóë ôîðìóëû ϕ.

Ïóñòü µ′ = 〈W ′,≤′, v′〉 � êàêàÿ-íèáóäü ôèëüòðàöèÿ µ ïî Φ. Òîãäà µ′ 6|=[x]Φ ϕ ïî ëåììå î

ôèëüòðàöèè. Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî Φ êîíå÷íî è |W ′| ≤ 2|Φ|.

Òóò ðå÷ü èä¼ò èìåííî î ñëàáîé ïîëíîòå. Ñèëüíàÿ ïîëíîòà îòíîñèòåëüíî êîíå÷íûõ

øêàë íå èìååò ìåñòà:

Òåîðåìà 3.1.5. Int íå ñèëüíî ïîëíà îòíîñèòåëüíî êëàññà âñåõ êîíå÷íûõ øêàë.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Kfin êëàññ âñåõ êîíå÷íûõ øêàë. Ðàññìîòðèì

Γ := {(pi ↔ pj)→ p0 | i, j > 0, i 6= j} .

Ïðîâåðèì, ÷òî Γ |=Kfin
p0, ò. å. äëÿ ëþáîé ìîäåëè µ = 〈W,≤, v〉, ãäå W � êîíå÷íî, è âñåõ

x ∈ W ,

µ |=x Γ =⇒ µ |=x p0.

Ïóñòü µ = 〈W,≤, v〉 � ïðîèçâîëüíàÿ ìîäåëü íàä êîíå÷íîé øêàëîé. Ðàçóìååòñÿ, 〈W,≤〉+

êîíå÷íî, à ïîòîìó íàéäóòñÿ i0 è j0 òàêèå, ÷òî i0 6= j0 è ïðè ýòîì v (pi0) = v (pj0). Òîãäà

µ |= pi0 ↔ pj0 . Òåïåðü åñëè µ |=x Γ, òî µ |=x (pi0 ↔ pj0)→ p0, îòêóäà µ |=x p0.

Èòàê, Γ |=Kfin
p0. Ïîêàæåì, ÷òî Γ 0Pos p0. Ââèäó ñèëüíîé ïîëíîòû Pos îòíîñèòåëü-

íî êëàññà âñåõ øêàë, äîñòàòî÷íî íàéòè ìîäåëü µ0 è ìèð x òàêèå, ÷òî µ0 |=x Γ è µ0 6|=x p0.

Ïîñêîëüêó Γ |=Kfin
p0, ìîäåëü µ0 äîëæíà áûòü áåñêîíå÷íîé. Âîçüì¼ì

µ0 := 〈ω,≤0, v0〉,

ãäå ω � ìíîæåñòâî âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, à ≤0 è v0 îïðåäåëÿþòñÿ òàê:

≤0 := {(i, i) | i ∈ ω} ∪ {(0, i) | i ∈ ω \ {0}} ;

v0 (p0) := ω \ {0} è v0 (pi) := {i} ïðè i > 0 .
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Ãðàôè÷åñêè ïðåäïîðÿäîê ≤0 ìîæíî èçîáðàçèòü òàê:
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Ïðîâåðèì, ÷òî µ0 |=0 Γ. Åñëè i = 0, òî, êàê ëåãêî ïîíÿòü, äëÿ âñåõ ïàð j, k,

j 6= k =⇒ µ0 6|=i pj ↔ pk.

Åñëè æå i > 0, òî µ0 |=i p0. Ñòàëî áûòü, µ0 |=0 Γ. Âìåñòå ñ òåì µ0 6|=0 p0.

Ëîãèêó L èç EInt íàçûâàþò òàáëè÷íîé, åñëè LW = L äëÿ êàêîé-íèáóäü êîíå÷íîé

øêàëû W . Èíòåðåñíî, ÷òî:

Òåîðåìà 3.1.6 (W. Dziobiak, 1980). L ∈ EInt ñèëüíî ïîëíà îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîãî
êëàññà êîíå÷íûõ øêàë, åñëè è òîëüêî åñëè L òàáëè÷íà.

Óïðàæíåíèå 3.1.7. Int íå ÿâëÿåòñÿ òàáëè÷íîé.

Ïîäñêàçêà. Ðàññìîòðèòå ôîðìóëû

bcn := p0 ∨ (p0 → p1) ∨ . . . ∨ ((p0 ∧ . . . ∧ pn−1)→ pn) , n ∈ ω \ {0} ,

è äîêàæèòå, ÷òî äëÿ îñòðîé øêàëû W = 〈W,≤〉, ÿâëÿþùåéñÿ ÷àñòè÷íûì ïîðÿäêîì, âåðíà ýêâè-

âàëåíòíîñòü

W |= bcn ⇐⇒ |W | ≤ n .

Ëîãèêó L èç EInt íàçûâàþò ôèíèòíî àïïðîêñèìèðóåìîé, åñëè äëÿ ëþáîé ôîðìóëû

ϕ 6∈ L (â ÿçûêå L⊥) íàéäåòñÿ êîíå÷íàÿ øêàëà W ñî ñâîéñòâàìè: W |= L è W 6|= ϕ. Â

ýòîì ñëó÷àå (è àíàëîãè÷íûõ åìó) åù¼ ãîâîðÿò, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ëîãèêà L îáëàäàåò

ñâîéñòâîì êîíå÷íûõ ìîäåëåé: ëþáàÿ ôîðìóëà ðàññìàòðèâàåìîãî ÿçûêà, íå ÿâëÿþùàÿñÿ

òåîðåìîé L, îïðîâåðãàåòñÿ â íåêîòîðîé êîíå÷íîé ìîäåëè ëîãèêè L.

Ïðåäëîæåíèå 3.1.8. Åñëè ëîãèêà L èç EInt ïåðå÷èñëèìà è ôèíèòíî àïïðîêñèìèðóåìà,

è êëàññ å¼ êîíå÷íûõ ìîäåëåé ïåðå÷èñëèì, òî L ðàçðåøèìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ëþáîé êîíå÷íîé øêàëûW è ôîðìóëû ϕ çà êîíå÷íîå

÷èñëî øàãîâ ìîæíî ýôôåêòèâíî ïðîâåðèòü, âåðíî ëè W |= ϕ. Ïîýòîìó ïåðå÷èñëèìîñòü

êëàññà êîíå÷íûõ ìîäåëåé âìåñòå ñ ôèíèòíîé àïïðîêñèìèðóåìîñòüþ ïîçâîëÿþò ïîñòðîèòü

ïåðå÷èñëåíèå ôîðìóë, íå ëåæàùèõ â äàííîé ëîãèêå. Îñòà¼òñÿ òîëüêî ïðèìåíèòü òåîðåìó

Ïîñòà.

Ñëåäñòâèå 3.1.9. Int ðàçðåøèìà.
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Ïóñòü L � ôèíèòíî àïïðîêñèìèðóåìàÿ ëîãèêà. Å¼ ôóíêöèÿ ñëîæíîñòè fL (äåéñòâó-

þùàÿ íà ω) îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

fL (n) := max
lh(ϕ)≤n, ϕ 6∈L

min
W|=L,W6|=ϕ

|W| ,

ãäå lh(ϕ) � äëèíà ôîðìóëû ϕ.

Ãîâîðèì, ÷òî ëîãèêà L ýêñïîíåíöèàëüíî (ñîîòâåòñòâåííî ïîëèíîìèàëüíî, èëè ëèíåé-

íî) àïïðîêñèìèðóåìà, åñëè ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà c, äëÿ êîòîðîé âûïîëíåíî

fL (n) ≤ 2c·n ( fL (n) ≤ nc , èëè fL (n) ≤ c · n ) ïðè âñåõ n ∈ ω .

Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3.1.4 ìû ïîëó÷àåì:

Ñëåäñòâèå 3.1.10. Int ýêñïîíåíöèëüíî àïïðîêñèìèðóåìà.

Âìåñòå ñ òåì èìååò ìåñòî:

Òåîðåìà 3.1.11. Ëîãèêà Int íå ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíî àïïðîêñèìèðóåìîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôîðìóë

βn :=
n−1∧
i=1

(((¬pi+1 → qi+1) ∨ (pi+1 → qi+1))→ qi) → ((¬p1 → q1) ∨ (p1 → q1)) .

Î÷åâèäíî, ÷òî lh (βn) = O (n). Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû áóäåò äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü,

÷òî øêàëà, íà êîòîðîé îïðîâåðãàåòñÿ ôîðìóëà βn, ñîäåðæèò íå ìåíåå 2n ìèðîâ.

Ïóñòü µ = 〈W,≤, v〉 è x ∈ W òàêîâû, ÷òî

µ |=x ((¬pi+1 → qi+1) ∨ (pi+1 → qi+1))→ qi ïðè i ∈ {1, . . . , n− 1} ;

µ 6|=x (¬p1 → q1) ∨ (p1 → q1) .

Ïîñëåäíåå óñëîâèå âëå÷¼ò ñóùåñòâîâàíèå ìèðîâ x0 è x1 (èç W ) òàêèõ, ÷òî x ≤ x0, x1 è

µ |=x0 p1 , µ 6|=x0 q1 ; µ |=x1 ¬p1 , µ 6|=x1 q1 .

Èç µ |=x0 p1 è µ |=x1 ¬p1 âûòåêàåò, ÷òî ìèðû x0 è x1 íå èìåþò îáùèõ ïîñëåäîâàòåëåé. À èç

µ 6|=xi
q1, i ∈ {0, 1}, ñëåäóåò

µ 6|=xi
(¬p2 → q2) ∨ (p2 → q2) .

Ýòî, â ñâîþ î÷åðåäü, îçíà÷àåò, ÷òî íàéäóòñÿ ìèðû x00, x01 ≥ x0 è x10, x11 ≥ x1, óäîâëåòâî-

ðÿþùèå ñîîòíîøåíèÿì:

µ |=x00 p2 , µ 6|=x00 q2 ; µ |=x01 ¬p2 , µ 6|=x01 q2 ;

µ |=x10 p2 , µ 6|=x10 q2 ; µ |=x11 ¬p2 , µ 6|=x11 q2 .

Ïðè ýòîì x00 è x01 íå èìåþò îáùèõ ïîñëåäîâàòåëåé, è òàêæå x10 è x11 íå èìåþò îáùèõ ïî-

ñëåäîâàòåëåé. Ïðîäîëæàÿ äàííûé ïðîöåññ, ìû ïîëó÷èì ïîëíîå áèíàðíîå äåðåâî ãëóáèíû

n, ñîñòîÿùåå èç ðàçëè÷íûõ ìèðîâ ìîäåëè µ.
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Ïîñëåäíÿÿ èç òåîðåì äîïóñêàåò ñëåäóþùåå íåòðèâèàëüíîå îáîáùåíèå.

Òåîðåìà 3.1.12. Ëþáàÿ íåòðèâèàëüíàÿ ëîãèêà L ∈ EInt, îáëàäàþùàÿ äèçúþíêòèâíûì

ñâîéñòâîì, íå ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíî àïïðîêñèìèðóåìîé.

[...]


