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Ââåäåíèå è áàçîâûå îïðåäåëåíèÿ

Ðàç è íàâñåãäà çàôèêñèðóåì íåêîòîðîå áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî. Åãî
ýëåìåíòû íàçîâ¼ì ïåðåìåííûìè.

Òåðì � ýòî ñòðîêà a1x1 + a2x2 + · · ·+ akxk , ãäå a1, a2, . . . , ak � öåëûå
÷èñëà, x1, x2, . . . , xk � ïåðåìåííûå, k ≥ 1.

Ïðèìèòèâíîå íåðàâåíñòâî � ýòî t ≥ c , ãäå t � òåðì, à c � öåëîå
÷èñëî.

Íåðàâåíñòâî � ëþáàÿ áóëåâà êîìáèíàöèÿ ïðèìèòèâíûõ íåðàâåíñòâ.
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Ââåäåíèå è áàçîâûå îïðåäåëåíèÿ

Ôîðìàëèçóåì ðàññóæäåíèÿ î ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâàõ.
Êàê è ïðåæäå ó íàñ åñòü àêñèîìû è ïðàâèëà âûâîäà. Êðîìå MP
íèêàêèõ äðóãèõ ïðàâèë âûâîäà èñïîëüçîâàòüñÿ íå áóäåò.

Ñèñòåìà àêñèîì � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî íåðàâåíñòâ.

f � äîêàçóåìà, åñëè åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåðàâåíñòâ,
çàêàí÷èâàþùàÿñÿ f , êàæäàÿ èç êîòîðûõ ëèáî àêñèîìà, ëèáî
ïîëó÷àåòñÿ èç ïðåäûäóùèõ ïî ïðàâèëó âûâîäà.
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Ââåäåíèå è áàçîâûå îïðåäåëåíèÿ

Íàì íàäî äàòü îïðåäåëåíèå âûâîäèìîñòè äëÿ íåðàâåíñòâ, äëÿ ýòîãî
ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ êîíñòðóêöèþ.

Îçíà÷èâàíèåì ïåðåìåííûõ íàçîâ¼ì ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ èç
ìíîæåñòâà ïåðåìåííûõ íà R.

Ïóñòü A � îçíà÷èâàíèå ïåðåìåííûõ, áóäåì ïèñàòü, ÷òî

A � a1x1 + a2x2 + · · ·+ akxk ≥ c

åñëè
a1A(x1) + a2A(x2) + · · ·+ akA()xk) ≥ c

Î÷åâèäíî, êàê îïðåäåë¼ííóþ òàêèì îáðàçîì ñåìàíòèêó
äîîïðåäåëèòü íà âñå íåðàâåíñòâà.
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Ââåäåíèå è áàçîâûå îïðåäåëåíèÿ

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íåðàâåíñòâî f âûïîëíèìî, åñëè íàéä¼òñÿ
îçíà÷èâàíèå A : A � f . Åñëè æå A � f äëÿ ëþáîãî A, òî íàçîâ¼ì
òàêîå f � îáùåçíà÷èìûì.

f � ïðîòèâîðå÷èâà, åñëè ¬f äîêàçóåìà.
f � íåïðîòèâîðå÷èâà, åñëè èíà÷å.

Ñèñòåìà àêñèîì íàçûâàåòñÿ:
Êîððåêòíîé � åñëè êàæäîå äîêàçóåìîå â íåé íåðàâåíñòâî

îáùåçíà÷èìî.
Ïîëíîé � åñëè ëþáîå îáùåçíà÷èìîå íåðàâåíñòâî äîêàçóåìî

(èëè åñëè ëþáîå íåïðîòèâîðå÷èâîå íåðàâåíñòâî âûïîëíèìî).
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Ââåäåíèå è áàçîâûå îïðåäåëåíèÿ

Áûëî áû î÷åíü õîðîøî, åñëè áû ìû çíàëè êàêóþ-ëèáî ïîëíóþ è
êîððåêòíóþ ñèñòåìó àêñèîì.

Êàê âûÿñíèëîñü, òàêàÿ ñèñòåìà àêñèîì åñòü è çîâ¼òñÿ îíà AXINEQ .

Ìû îïðåäåëèì å¼ è äîêàæåì ïîëíîòó è êîððåêòíîñòü.
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AXINEQ

Íàøà ñèñòåìà àêñèîì ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé. Ïåðâàÿ èç íèõ
îòâå÷àåò çà "ïðîïîçèöèîíàëüíûå ðàññóæäåíèÿ".

Taut. Âñå ïîäñòàíîâêè ïðîïîçèöèîíàëüíûõ òàâòîëîãèé.

Òî åñòü, åñëè èìååòñÿ êàêàÿ-ëèáî òàâòîëîãèÿ, òî ðåçóëüòàò,
ïîëó÷åííûé ïðè çàìåíå âñåõ ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ íà
íåðàâåíñòâà, áóäåò àêñèîìîé. Íàïðèìåð...

((2x + y ≥ 3) ∧ (z ≥ 17))→ (z ≥ 17)

Òàê êàê (p ∧ q)→ q � òàâòîëîãèÿ.
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AXINEQ

Âòîðàÿ æå ÷àñòü îòâå÷àåò çà ðàññóæäåíèÿ î ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâàõ.

I1. x ≥ x (x − x ≥ 0)

I2. a1x1 + a2x2 + · · ·+ anxn ≥ c ↔
a1x1 + a2x2 + · · ·+ anxn + 0xn+1 ≥ c

I3. a1x1 + a2x2 + · · ·+ anxn ≥ c ↔
aj1xj1 + aj2xj2 + · · ·+ ajnxjn ≥ c ,
ãäå {j1, . . . , jn} - ïåðåñòàíîâêà {1, . . . , n}
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AXINEQ

I4. (a1x1 + a2x2 + · · ·+ anxn ≥ c)∧
∧(a′1x1 + a′2x2 + · · ·+ a′nxn ≥ c ′)↔
(a1 + a′1)x1 + (a2 + a′2)x2 + · · ·+ (an + a′n)xn ≥ (c + c ′)

I5. a1x1 + a2x2 + · · ·+ anxn ≥ c ↔
da1x1 + da2x2 + · · ·+ danxn ≥ dc, ãäå d ≥ 0

I6. t ≥ c ∨ t ≤ c , ãäå t - òåðì.

I7. t ≥ c → t > d , åñëè c > d
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Ïàðî÷êà ïðîñòûõ è õîðîøèõ ðåçóëüòàòîâ

Óòâåðæäåíèå

0x1 + 0x2 + · · ·+ 0xn ≥ 0
- äîêàçóåìî â AXINEQ .

Äîêàçàòåëüñòâî.

1. x1 − x1 ≥ 0 [I1]

2. −x1 + x1 ≥ 0 [1 + I3]

3. (1− 1)x1 + (−1 + 1)x1 ≥ 0 [1 + 2 + I4]

. . .
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Ïàðî÷êà ïðîñòûõ è õîðîøèõ ðåçóëüòàòîâ

Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå).

4. 0x1 + 0x1 ≥ 0

5. 0x1 ≥ 0 [4 + I2]

6. 0x1 + 0x2 ≥ 0 [5 + I2]
. . .

n+4. 0x1 + 0x2 + · · ·+ 0xn ≥ 0 [n + 3 + I2]

Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.
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Ïàðî÷êà ïðîñòûõ è õîðîøèõ ðåçóëüòàòîâ

Óòâåðæäåíèå

a1x1 + a2x2 + · · ·+ anxn > c ↔
da1x1 + da2x2 + · · ·+ danxn > dc
- äîêàçóåìî â AXINEQ ïðè d > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïóñòü φ := da1x1 + · · ·+ danxn ≤ dc , ψ := a1x1 + · · ·+ anxn ≤ c .
Òîãäà íàäî ïîëó÷èòü ¬ψ ↔ ¬φ.
1. (φ↔ ψ)→ (¬φ↔ ¬ψ) [Taut]

2. φ↔ ψ [I5]

3. ¬φ↔ ¬ψ [1 + 2]

Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.
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Ïàðî÷êà ïðîñòûõ è õîðîøèõ ðåçóëüòàòîâ

Óòâåðæäåíèå

a1x1 + a′1x1 + a2x2 + · · ·+ anxn ≥ c ↔
(a1 + a′1)x1 + a2x2 + · · ·+ anxn ≥ c
- äîêàçóåìî â AXINEQ .

Äîêàçàòåëüñòâî.

1. x1 − x1 ≥ 0 [I1]

2. a′1x1 − a′1x1 ≥ 0 [I5 + I3]

3. a1x1 + a′1x1 + a2x2 + · · ·+ anxn ≥ c ↔
(a1x1 + a′1x1 + a2x2 + · · ·+ anxn ≥ c ∧ a′1x1 − a′1x1 ≥ 0) [Taut]

. . .
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Ïàðî÷êà ïðîñòûõ è õîðîøèõ ðåçóëüòàòîâ

Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå).

4. (a1x1 + a′1x1 + a2x2 + · · ·+ anxn ≥ c ∧ a′1x1 − a′1x1 ≥ 0)↔
(a1 + a′1)x1 + (a′1 − a′1)x1 + a2x2 + · · ·+ anxn ≥ c [I4]

5. (a1 + a′1)x1 + (a′1 − a′1)x1 + a2x2 + · · ·+ anxn ≥ c ↔
(a1 + a′1)x1 + a2x2 + · · ·+ anxn + 0x1 ≥ c [I3]

6. (a1 + a′1)x1 + a2x2 + · · ·+ anxn + 0x1 ≥ c ↔
(a1 + a′1)x1 + a2x2 + · · ·+ anxn ≥ c [I2]

7. a1x1 + a′1x1 + a2x2 + · · ·+ anxn ≥ c ↔
(a1 + a′1)x1 + a2x2 + · · ·+ anxn ≥ c [Taut]

Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.
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Ïîëíîòà è êîððåêòíîñòü

Òåïåðü, êîãäà ìû îñâîèëèñü è äîêàçàëè áûçîâûå óòâåðæäåíèÿ, ìû
ãîòîâû ê äîêàçàòåëüñòâó ïîëíîòû è êîððåêòíîñòè AXINEQ .

Òåîðåìà

AXINEQ ïîëíà è êîððåêòíà.

Êîððåêòíîñòü î÷åâèäíà.

Äîêàæåì ïîëíîòó. Ïóñòü φ - íåïðîòèâîðå÷èâà, òîãäà íàäî ïîêàçàòü,
÷òî îíà âûâîäèìà. Óïðîñòèì ñåáå ýòó çàäà÷ó ñ ïîìîùüþ ïîëåçíîé
ëåììû...
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Ïîëíîòà è êîððåêòíîñòü

Ëåììà

1.Åñëè êàêîé-òî äèçúþíêò ÄÍÔ φ âûâîäèì, òî φ òîæå âûâîäèìà.
2.Íåðàâåíñòâî φ íåïðîòèâîðå÷èâî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
íåïðîòèâîðå÷èâ êàêîé-òî äèçúþíêò å¼ ÄÍÔ.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Î÷åâèäíî.

Òåïåðü ìû ìîæåì ïîëàãàòü, ÷òî φ - êîíüþíêöèÿ áàçîâûõ íåðàâåíñòâ
èëè èõ îòðèöàíèé. Ìû çíàåì, ÷òî φ - íåïðîòèâîðå÷èâà. ×òî çíà÷èò,
÷òî îíà âûïîëíèìà?
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Ïîëíîòà è êîððåêòíîñòü

Ýòî çíà÷èò, ÷òî ñëåäóþùàÿ ñèñòåìà íåðàâåíñòâ èìååò ðåøåíèå...

a1,1x1 + a1,2x2 + · · ·+ a1,nxn ≥ c1

a2,1x1 + a2,2x2 + · · ·+ a2,nxn ≥ c2

. . .

ar ,1x1 + ar ,2x2 + · · ·+ ar ,nxn ≥ cr

−a′1,1x1 − a′1,2x2 − · · · − a′1,nxn > c ′1
−a′2,1x1 − a′2,2x2 − · · · − a′2,nxn > c ′2
. . .

−a′s,1x1 − a′s,2x2 − · · · − a′s,nxn > c ′s

Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ: s = 0 èëè s 6= 0.
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Ïîëíîòà è êîððåêòíîñòü

Ñëó÷àé 1 (s = 0):

Óçíàåì îäèí ïîëåçíûé ôàêò èç ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ è
âîñïîëüçóåìñÿ èì, ÷òîáû äîêàçàòü òåîðåìó â äàííîì ñëó÷àå.

Ôàêò

Åñëè ìàòðè÷íîå íåðàâåíñòâî Ax ≥ b íå ðàçðåøèìî, òî ñóùåñòâóåò
âåêòîð-ñòðîêà α:

1. α ≥ 0

2. αA = 0

3. αb > 0
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Ïîëíîòà è êîððåêòíîñòü

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî φ íåâûâîëèìà, òîãäà è ìàòðè÷íîå íåðàâåíñòâî
íåðàçðåøèìî.

Çíà÷èò åñòü âåêòîð-ñòðîêà (α1, α2, . . . , αr ) òàêàÿ, ÷òî íàçâàííûå
ñâîéñòâà âûïîëíÿþòñÿ.

Òàê êàê αi ≥ 0, òî ...

αiai,1x1 + αiai,2x2 + · · ·+ αiai,nxn ≥ αici ,∀i ∈ {1, 2, . . . , r}
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Ïîëíîòà è êîððåêòíîñòü

Òåïåðü ñëîæèì âñå ýòè íåðàâåíñòâà. Ïîëó÷èì αAx ≥ αb.
Íî αb > 0, à (αA)x = 0x ≥ αb.

Çíà÷èò f → (0x1 > 0) äîêàçóåìî. Òî åñòü f → ¬(0x1 ≥ 0) äîêàçóåìî.

Îäíàêî f → (0x1 ≥ 0) òîæå äîêàçóåìî. Ñëåäîâàòåëüíî äîêàçóåìî ¬f .
×òî âëå÷¼ò ïðîòèâîðå÷èâîñòü f .

Ïðîòèâîðå÷èå.
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Ïîëíîòà è êîððåêòíîñòü AXINEQ

Ñëó÷àé 2 (s > 0):
Íà ýòîò ñëó÷àé åñòü äðóãîé ïîëåçíûé ôàêò èç ëèíåéíîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ, îí ïîõîæ íà ïðåäûäóùèé, íî íåìíîãî ñëîæíåå.

Ôàêò

Åñëè ìàòðè÷íûå íåðàâåíñòâà Ax ≥ b è A′x > b′ íå ðàçðåøèìû
âìåñòå, òî ñóùåñòâóåò âåêòîð-ñòðîêè α è α′:

1. α ≥ 0 è α′ ≥ 0

2. αA+ α′A′ = 0

3. (a). αb + α′b′ > 0
(b). αb + α′b′ ≥ 0, α′ > 0
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Ïîëíîòà è êîððåêòíîñòü AXINEQ

Ïîäñëó÷àé 2a îñòàâèì áåç âíèìàíèÿ, òàê êàê îí èäåíòè÷åí ñëó÷àþ 1.
Ïîäëó÷àé æå 2b ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå...

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ñ÷èèàåì, ÷òî èìåííî α′
s > 0, à òàêæå

çàìåíèì > íà ≥ âî âñåõ íåðàâåíñòâàõ, êðîìå s.

Äîìíîæèì êàæäîå íåðàâåíñòâî êðîìå ïîñëåäíåãî íà
ñîîòâåòñòâóþùèé åìó êîýôôèöèåíò è ñëîæèì èõ.
Îáîçíà÷èì ðåçóëüòàò çà

a′′1 x1 + a′′2 x2 + · · ·+ a′′nxn ≥ d
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Ïîëíîòà è êîððåêòíîñòü AXINEQ

αA+ α′A′ = 0 ⇒ a′′i = a′s,i , ∀i ∈ {1, 2, . . . , n}

Çíà÷èò
−a′′1 x1 − a′′2 x2 − · · · − a′′nxn > α′

sc
′
s

Ïîìèìî ýòîãî, ìû çíàåì, ÷òî αb + α′b′ ≥ 0, ýòî òîæå ñàìîå, ÷òî è
α′
sc

′
s ≥ −d .

Îòñþäà âåðíî è òî, ÷òî

−a′′1 x1 − a′′2 x2 − · · · − a′′nxn > −d
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Ïîëíîòà è êîððåêòíîñòü AXINEQ

Íî ýòî òî æå ñàìîå, ÷òî è a′′1 x1 + a′′2 x2 − · · ·+ a′′nxn < d . À ýòî
ïðèâîäèò ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ íåïðîòèâîðå÷èâîñòüþ f .

Òî åñòü ìû ïîíÿëè, ÷òî â ëþáîì ñëó÷àå f âûïîëíèìà, à ýòî è åñòü
òî, ÷òî áûëî íóæíî.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
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NP-ïîëíîòà

Íàøà ñëåäóþùàÿ öåëü - äîêàçàòü NP ïîëíîòó çàäà÷è âûïîëíèìîñòè
íåðàâåíñòâà. Äëÿ ýòîãî íàì ïîíàäîáÿòñÿ ïàðà íîâûõ îïðåäåëåíèé è
ïàðà íåñëîæíûõ òåîðåì.

|f | � êîëè÷åñòâî ñèìâîëîâ â íåðàâåíñòâå (êàæäîå öåëîå ÷èñëî
ñ÷èòàåòñÿ çà îäèí ñèìâîë).

Òåîðåìà

Åñëè f - âûïîëíèìî, òî ñóùåñòâóåò îöåíèâàíèå A, òàêîå ÷òî A � f è
| {x |A(x) 6= 0} | < |f |.
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NP-ïîëíîòà

Ýòà òåîðåìà î÷åâèäíà, åñëè çíàòü ñëåäóþùèé âñïîìîãàòåëüíûé
ôàêò.

Ôàêò

Åñëè ñèñòåìà èç r ëèíåéíûõ óðàâíåíèé/íåðàâåíñòâ èìååò ðåøåíèå.
Òî îíà èìååò ðåøåíèÿ ñ íå ïðåâîñõîäÿùèì r ÷èñëîì ïåðåìåííûõ, íå
ðàâíûõ íóëþ.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
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NP-ïîëíîòà

‖f ‖ � ìàêñèìàëüíàÿ äëèíà êîýôôèöèåíòà â íåðàâåíñòâå (äëèíà
ðàöèîíàëüíîãî ÷èñëà - ýòî ñóììà äëèí åãî âçàèìíî ïðîñòîãî
÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ â äâîè÷íîé çàïèñè).

Òåîðåìà

Åñëè f - âûïîëíèìà, òî ñóùåñòâóåò îöåíèâàíèå A, òàêîå ÷òî
A � f è | {x |A(x) 6= 0} | < |f |, à òàêæå äëÿ ëþáîãî x
A(x) ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî è |A(x)| = O(|f |‖f ‖+ |f |log(|f |)) .

Ìèëîâ Àðò¼ì (ÑÏÁÃÓ ÌÊÍ) Ðàññóæäåíèÿ î ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâàõ 26 / 29



NP-ïîëíîòà

Çäåñü òîæå ïîìîãàåò ëèíåéíàÿ àëãåáðà.

Ôàêò

Åñëè ñèñòåìà èç r ëèíåéíûõ óðàâíåíèé/íåðàâåíñòâ èìååò ðåøåíèå è
êàæäûé êîýôôèöèåíò íå ïðåâîñõîäèò l . Òî îíà èìååò ðåøåíèÿ ñ íå
ïðåâîñõîäÿùèì r ÷èñëîì ïåðåìåííûõ, íå ðàâíûõ íóëþ, êàæäàÿ èç
êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäèò l .

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ìèëîâ Àðò¼ì (ÑÏÁÃÓ ÌÊÍ) Ðàññóæäåíèÿ î ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâàõ 27 / 29



NP-ïîëíîòà

Òåîðåìà

Çàäà÷à î âûïîëíèìîñòè f - ýòî NP-ïîëíàÿ çàäà÷à.

NP-òðóäíîñòü:

Íåäåòåðìåíèðîâàíî âûáåðåì îçíà÷èâàíèå ñðåäè òåõ, êîòîðûå:

Íå ðàâíû íóëþ íå áîëåå ÷åì â |f | ïåðåìåííûõ.
Íå ðàâíû íóëþ òîëüêî â ïåðåìåííûõ èç f .
Ïðèíèìàþò ðàöèîíàëüíûå çíà÷åíèÿ = O(|f |‖f ‖+ |f |log(|f |)).

Åñëè f âûïîëíèìî, òî íóæíîå îçíà÷èâàíèå åñòü è ñðåäè ýòèõ.
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NP-ïîëíîòà

Òåïåðü ñâåä¼ì NP-ïîëíóþ çàäà÷ó ê íàøåé:

Çàìåíèì â ïîäàâàåìîé áóëåâîé ôîðìóëå êàæäóþ
ïðîïîçèöèîíàëüíóþ ïåðåìåííóþ íà íåðàâåíñòâî âèäà x ≥ 0 òàê,
÷òîáû ðàçíûì ïðîïîçèöèîíàëüíûì ïåðåìåííûì ñîîòâåòñòâîâàëè
ðàçíûå íåðàâåíñòâà.

Íåðàâåíñòâî, ïîëó÷èâøååñÿ â ðåçóëüòàòå òàêîé çàìåíû âûïîëíèìî
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èñõîäíàÿ ôîðìóëà âûïîëíèìà.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Ñïàñèáî çà âíèìàíèå!!!
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