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Ñèãíàòóðà ÿçûêà

Φ = {p1, p2, ...} � áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ýëåìåíòàðíûõ
âûñêàçûâàíèé (ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé);

∧2,∨2,¬1 � ñèìâîëû ïðîïîçèöèîíàëüíîé ëîãèêè;

w1 � ñèìâîë äëÿ ïåðåõîäà ê âåðîÿòíîñòè ñîáûòèÿ;

>2,+2 � ñèìâîëû ëîãèêè íåðàâåíñòâ;

true = p ∨ ¬p, false = ¬true.
Ïðîïîçèöèîíàëüíûå ôîðìóëû (ñîáûòèÿ) � çàìûêàíèå Φ ïîä
äåéñòâèåì ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê.
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Òåðìû è ôîðìóëû ñ âåñàìè

Áàçîâûé òåðì ñ âåñîì � ýòî âûðàæåíèå âèäà w(ϕ), ãäå ϕ �
ïðîïîçèöèîíàëüíàÿ ôîðìóëà;

Òåðì ñ âåñîì (äàëåå ïðîñòî "òåðì") � ýòî âûðàæåíèå âèäà
a1w(ϕ1) + a2w(ϕ2) + ...+ akw(ϕk), ãäå ai � öåëûå ÷èñëà, k > 1;

Áàçîâàÿ ôîðìóëà ñ âåñîì � ýòî âûðàæåíèå âèäà t > c , ãäå t �
òåðì, c � öåëîå ÷èñëî;

Ôîðìóëà ñ âåñîì (èëè ïðîñòî "ôîðìóëà") � ýòî áóëåâà
êîìáèíàöèÿ áàçîâûõ ôîðìóë.

Çàìå÷àíèå: ìû èíîãäà áóäåì äîïóñêàòü íå òîëüêî öåëûå, íî è ëþáûå
ðàöèîíàëüíûå êîýôôèöèåíòû. Òàê ìîæíî äåëàòü, ïîñêîëüêó ëþáîå
íåðàâåíñòâî ñ ðàöèîíàëüíûìè âåñàìè ðàâíîñèëüíî íåêîòîðîìó
íåðàâåíñòâó ñ öåëûìè âåñàìè.
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Íåêîòîðûå ñîêðàùåíèÿ

Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü íåêîòîðûå èíòóèòèâíûå ñîêðàùåíèÿ, à
èìåííî:

w(ϕ)− w(ψ) > a îçíà÷àåò w(ϕ) + (−1)w(ψ) > a;

w(ϕ) > w(ψ) îçíà÷àåò w(ϕ)− w(ψ) > 0;

w(ϕ) 6 c îçíà÷àåò −w(ϕ) > −c ;
w(ϕ) < c îçíà÷àåò ¬(w(ϕ) > c), àíàëîãè÷íî äëÿ >;

w(ϕ) = c îçíà÷àåò (w(ϕ) 6 c) ∧ (w(ϕ) > c);

è ò.ï.
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Îöåíî÷íàÿ ñåìàíòèêà

Âåðîÿòíîñòíîé ñòðóêòóðîé íàçûâàåòñÿ ÷åòâ¼ðêà M = (X ,F , µ, π), ãäå
(X ,F , µ) � âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî, à ôóíêöèÿ
π : X → {true, false}Φ ïðåäïèñûâàåò êàæäîìó ñîñòîÿíèþ ïðîñòðàíñòâà
X , êàêèå ïåðåìåííûå â í¼ì èñòèííû.
Îöåíêó π ìîæíî åñòåñòâåííûì îáðàçîì ðàñïðîñòðàíèòü íà âñ¼
ìíîæåñòâî ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ôîðìóë. Ñâÿæåì òåïåðü ñ êàæäîé
ïåðåìåííîé p ìíîæåñòâî pM = {x ∈ X | π(x)(p) = true}, à ñ êàæäîé
ïðîïîçèöîíàëüíîé ôîðìóëîé ϕ � ìíîæåñòâî
ϕM = {x ∈ X | π(x)(ϕ) = true}.
Âåðîÿòíîñòíàÿ ñòðóêòóðà íàçûâàåòñÿ èçìåðèìîé, åñëè âñå ìíîæåñòâà
pM èçìåðèìû, ò.å. ëåæàò â F . Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî òîãäà èçìåðèìû è
âñå ìíîæåñòâà ϕM . Â äàëüíåéøåì íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü ëèøü
èçìåðèìûå ñòðóêòóðû.
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Ñåìàíòè÷åñêîå ñëåäîâàíèå

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî M � a1w(ϕ1) + a2w(ϕ2) + ...+ akw(ϕk) > c
(ôîðìóëà a1w(ϕ1) + a2w(ϕ2) + ...+ akw(ϕk) > c âûïîëíÿåòñÿ â
ñòðóêòóðå M), åñëè

a1µ(ϕM
1 ) + a2µ(ϕM

2 ) + ...+ akµ(ϕM
k ) > c .

Îòíîøåíèå � åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïðîäîëæàåòñÿ íà âñå ôîðìóëû ñ
âåñîì, à èìåííî

M � ¬f ⇔ M 2 f ,

M � f ∧ g ⇔ M � f è M � g .

Ãîâîðÿò, ÷òî ôîðìóëà îáùåçíà÷èìà, åñëè îíà âûïîëíÿåòñÿ â êàæäîé
ñòðóêòóðå, è âûïîëíèìà, åñëè îíà âûïîëíåíà â êàêîé-íèáóäü ñòðóêòóðå.
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Àêñèîìû âåðîÿòíîñòíîé ëîãèêè

Ñèñòåìà àêñèîì AXMEAS âêëþ÷àåò â ñåáÿ ñëåäóþùåå:

Taut. Âñå ïðîïîçèöèîíàëüíûå òàâòîëîãèè, â êîòîðûå ïîäñòàâèëè
âñå âîçìîæíûå íàáîðû ôîðìóë ñ âåñîì;

Ineq. Âñå òàâòîëîãèè ëîãèêè ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ, â êîòîðûå
ïîäñòàâèëè âñå âîçìîæíûå íàáîðû òåðìîâ ñ âåñîì;

Âåðîÿòíîñòíûå àêñèîìû (ñõåìû àêñèîì):

W1. w(ϕ) > 0 � íåîòðèöàòåëüíîñòü;

W2. w(true) = 1 � âåðîÿòíîñòü èñòèíû ðàâíà 1;

W3. w(ϕ ∧ ψ) + w(ϕ ∧ ¬ψ) = w(ϕ) � êîíå÷íàÿ àääèòèâíîñòü;

W4. Äëÿ âñåõ ïðîïîçèöèîíàëüíûõ òàâòîëîãèé âèäà ϕ↔ ψ
w(ϕ) = w(ψ) � äèñòðèáóòèâíîñòü.

Åäèíñòâåííîå ïðàâèëî âûâîäà â ëîãèêå � ýòî MP.
Çàìå÷àíèå: ïîñêîëüêó àääèòèâíîñòü êîíå÷íàÿ, à íå ñ÷¼òíàÿ, ó ëîãèêè
ñóùåñòâóþò íåñòàíäàðòíûå ìîäåëè, íå ÿâëÿþùèåñÿ âåðîÿòíîñòíûìè
ñòðóêòóðàìè.
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Ïðèìåð � âûâîä ôîðìóëû w(false) = 0:

1 w(true ∧ true) + w(true ∧ false) = w(true) � W3;

2 w(true ∧ true) = w(true) � W4;

3 w(true ∧ false) = w(false) � W4;

4 w(true) + w(false) = w(true) � Ineq + 1-3 + MP;

5 w(false) = 0 � Ineq + 4 + MP;
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Àëüòåðíàòèâíîå îïðåäåëåíèå ïîëíîòû

Ôîðìóëà f íàçûâàåòñÿ ïðîòèâîðå÷èâîé, åñëè ¬f âûâîäèìà.

Òåîðåìà

Ñèñòåìà àêñèîì, â êîòîðîé âåðåí çàêîí èñêëþ÷¼ííîãî òðåòüåãî, ïîëíà

(ò.å. êàæäàÿ îáùåçíà÷èìàÿ ôîðìóëà â íåé âûâîäèìà) òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà êàæäàÿ íåïðîòèâîðå÷èâàÿ ôîðìóëà âûïîëíèìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. ⇒: åñëè ôîðìóëà f íåâûïîëíèìà, òî ¬f �
òàâòîëîãèÿ. Çíà÷èò, ¬f âûâîäèìà, à f ïðîòèâîðå÷èâà.
⇐: åñëè ôîðìóëà f íåâûâîäèìà, òî ¬f � íåïðîòèâîðå÷èâà. Çíà÷èò,
¬f âûïîëíèìà, à f � íå òàâòîëîãèÿ.

Äìèòðèé ßðöåâ Áåñêâ. ëèí. âåð. ëîãèêà 9 îêòÿáðÿ 2020 9 / 26



Òåîðåìà î ïîëíîòå

Òåîðåìà

AXMEAS êîððåêòíà è ïîëíà â èçìåðèìûõ âåðîÿòíîñòíûõ ñòðóêòóðàõ, òî

åñòü:

1 Âñå ôîðìóëû, âûâîäèìûå â AXMEAS , èñòèííû âî âñåõ èçìåðèìûõ

âåðîÿòíîñòíûõ ñòðóêòóðàõ;

2 Êàæäàÿ íåïðîòèâîðå÷èâàÿ â AXMEAS ôîðìóëà âûïîëíåíà â

íåêîòîðîé èçìåðèìîé âåðîÿòíîñòíîé ñòðóêòóðå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êîððåêòíîñòü î÷åâèäíà, ïîñêîëüêó âñå àêñèîìû è MP
âåðíû â ÈÂÑ.
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Äîêàçàòåëüñòâî ïîëíîòû

Ðàññìîòðèì íåïðîòèâîðå÷èâóþ ôîðìóëó f . Ðàññìîòðèì å¼ ÄÍÔ
g1 ∨ g2 ∨ ... ∨ gr , ãäå âñå gi ÿâëÿþòñÿ êîíúþíêöèÿìè áàçîâûõ ôîðìóë ñ
âåñîì è èõ îòðèöàíèé. Ìîæíî ñ÷èòàòü f = g1 ∨ ... ∨ gr , òàê êàê
ýêâèâàëåíòíîñòü f ↔ g1 ∨ ... ∨ gr âñåãäà âûâîäèìà, à ýêâèâàëåíòíîñòü
ñîõðàíÿåò íåïðîòèâîðå÷èâîñòü.
Ïîñêîëüêó ôîðìóëà f íåïðîòèâîðå÷èâà, îäíà èç ôîðìóë gi òîæå
íåïðîòèâîðå÷èâà: åñëè âûâîäèìû âñå ôîðìóëû ¬gi , òî âûâîäèìà è èõ
êîíúþíöêèÿ ¬(g1 ∨ ... ∨ gr ). Â òî æå âðåìÿ f âûïîëíÿåòñÿ â êàæäîé
ìîäåëè, ãäå âûïîëíÿåòñÿ îäíà èç gi , ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü
ìîäåëü äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà f � êîíúþíêöèÿ áàçîâûõ ôîðìóë ñ âåñîì è
èõ îòðèöàíèé.
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n-àòîìû

Íàçîâ¼ì n-àòîìîì (èëè ïðîñòî àòîìîì) ïðîïîçèöèîíàëüíûé òåðì
âèäà p′

1
∧ p′

2
∧ ... ∧ p′n, ãäå êàæäûé ÷ëåí p′i � ýòî ëèáî ýëåìåíòàðíîå

âûñêàçûâàíèå pi , ëèáî åãî îòðèöàíèå.

Ëåììà

Ïóñòü ïðîïîçèöèîíàëüíàÿ ôîðìóëà ϕ ñîäåðæèò â ñåáå ïåðåìåííûå

p1, ..., pn, èç êîòîðûõ ìîæíî ñîñòàâèòü àòîìû ψ1, ..., ψ2n . Òîãäà

ôîðìóëà w(ϕ) = w(ϕ ∧ ψ1) + ...+ w(ϕ ∧ ψ2n) âûâîäèìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîñòàÿ èíäóêöèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì àêñèîìû
àääèòèâíîñòè.
Ñëåäñòâèå: ïóñòü ïðîïîçèöèîíàëüíàÿ ôîðìóëà ϕ ñîäåðæèò ïåðåìåííûå
p1, ..., pn. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Atn(ϕ) àòîìîâ δ, äëÿ êîòîðûõ
òàâòîëîãè÷íà èìïëèêàöèÿ δ → ϕ. Òîãäà ôîðìóëà
w(ϕ) =

∑
δ∈Atn(ϕ) w(δ) âûâîäèìà.
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Ïðîäîëæåíèå äîêàçàòåëüñòâà

Âîñïîëüçîâàâøèñü ëåììîé, ïåðåïèøåì êàæäûé òåðì âíóòðè f â âèäå
a1w(δ1) + a2w(δ2) + ...+ a2nw(δ2n), ãäå â ôîðìóëó f âõîäÿò
ïåðåìåííûå p1, ..., pn, èç êîòîðûõ âñåâîçìîæíûì îáðàçîì ñîñòàâëåíû
àòîìû δ1, ..., δ2n .
Ðàññìîòðèì ôîðìóëó f ′, äëÿ ïîëó÷åíèÿ êîòîðîé ïðèïèøåì ê f
êîíúþíêòû
w(δj) > 0,w(δ1) + ...+ w(δ2n) > 1,−w(δ1)− ...− w(δ2n) > −1.
Ïîñêîëüêó íîâûå êîíúþíêòû âûâîäèìû, âûâîäèìà è ýêâèâàëåíòíîñòü
f ′ ↔ f .
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Ïðîìåæóòî÷íûé èòîã

Èòàê, íàì óäàëîñü íàéòè ôîðìóëó, êîòîðàÿ âûâîäèìî ýêâèâàëåíòíà
èñõîäíîé è ïðè ýòîì ñîîòâåòñòâóåò ñèñòåìå íåðàâåíñòâ ñ öåëûìè
êîýôôèöèåíòàìè

w(δ1) > 0

...

w(δ2n) > 0

w(δ1) + ...+ w(δ2n) > 1

−w(δ1)− ...− w(δ2n) > −1
a1,1w(δ1) + ...+ a1,2nw(δ2n) > c1

...

ar ,1w(δ1) + ...+ ar ,2nw(δ2n) > cr

−a′
1,1w(δ1)− ...− a′

1,2nw(δ2n) > −c ′
1

...

−as,1w(δ1) + ...+ as,2nw(δ2n) > −c ′s .
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Ïðîìåæóòî÷íûé èòîã

Îíà âûïîëíèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíèìà ñèñòåìà
íåðàâåíñòâ 

x1 > 0

...

x2n > 0

x1 + ...+ x2n > 1

−x1 − ...− x2n > −1
a1,1x1 + ...+ a1,2nx2n > c1

...

ar ,1x1 + ...+ ar ,2nx2n > cr

−a′
1,1x1 − ...− a′

1,2nx2n > −c ′1
...

−as,1x1 + ...+ as,2nx2n > −c ′s .

(1)
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Îêîí÷àíèå äîêàçàòåëüñòâà

Ëèáî ýòà ñèñòåìà âûïîëíèìà, ëèáî å¼ îòðèöàíèå ÿâëÿåòñÿ àêñèîìîé
Ineq, îòêóäà ñëåäîâàëà áû âûâîäèìîñòü ¬f ′. Âòîðîé ñëó÷àé
íåâîçìîæåí, ïîýòîìó âñåãäà èìååò ìåñòî ïåðâûé. Ðåøåíèÿ ñèñòåìû
åñòåñòâåííûì îáðàçîì ñîîòâåòñòâóþò ðàñïðåäåëåíèÿì íà
âåðîÿòíîñòíûõ ïðîñòðàíñòâàõ, ïîýòîìó f ′ è ýêâèâàëåíòíàÿ åé f âñåãäà
âûïîëíèìû, ÷.ò.ä.
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Òåîðåìà î ìàëåíüêîé ìîäåëè

Íàçîâ¼ì äëèíîé ôîðìóëû f ÷èñëî |f | ñèìâîëîâ, íåîáõîäèìûõ äëÿ å¼
çàïèñè (êîýôôèöèåíòû ñ÷èòàþòñÿ çà 1 ñèìâîë). Òîãäà ñïðàâåäëèâà
ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà

Åñëè ôîðìóëà f âûïîëíèìà â èçìåðèìîé ñòðóêòóðå, òî îíà âûïîëíåíà

â íåêîòîðîé ÈÂÑ, ãäå ñîñòîÿíèé íå áîëåå |f |, à ëþáîå ìíîæåñòâî
ñîñòîÿíèé èçìåðèìî.
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Âñïîìîãàòåëüíàÿ ëåììà (ïî÷òè áåç äîêàçàòåëüñòâà)

Ëåììà

Åñëè ñèñòåìà èç r ëèíåéíûõ óðàâíåíèé èìååò ðåøåíèå â

íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñëàõ, òî îíà èìååò òàêîå íåîòðèöàòåëüíîå

ðåøåíèå, ãäå ïîëîæèòåëüíû çíà÷åíèÿ íå áîëåå r ïåðåìåííûõ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìíîæåñòâî âåêòîðîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ îäíîìó
ëèíåéíîìó óðàâíåíèþ � ýòî àôôèííàÿ ãèïåðïëîñêîñòü â ïðîñòðàíñòâå
íàáîðîâ ïåðåìåííûõ. Òîãäà âñå ðåøåíèÿ ñèñòåìû òîæå îáðàçóþò
íåïóñòîå àôôèííîå ïîäïðîñòðàíñòâî. Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ.
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Äâà ñëó÷àÿ

Ñëó÷àé 1: ýòî ïðîñòðàíñòâî ñîñòîèò èç îäíîé òî÷êè. Ïîñêîëüêó êàæäàÿ
íîâàÿ ãèïåðïëîñêîñòü óìåíüøàåò ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé
íå áîëåå, ÷åì íà 1, â ïåðåñå÷åíèè óæå ó÷àñòâîâàëî íå ìåíüøå
óðàâíåíèé, ÷åì áûëî ïåðåìåííûõ.
Ñëó÷àé 2: ýòî ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè õîòÿ áû 1. Òîãäà îíî
ïåðåñåêàåò ãðàíèöó îðòàíòà, ò.å. îäíó èç ïåðåìåííûõ ìîæíî îáíóëèòü,
îñòàâèâ îñòàëüíûå íåîòðèöàòåëüíûìè. Âåäÿ èíäóêöèþ ïî ÷èñëó
ïåðåìåííûõ, ìû äîêàæåì òåîðåìó.
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Ñëåäñòâèå äëÿ íåðàâåíñòâ

Ñëåäñòâèå: åñëè ñèñòåìà èç r ëèíåéíûõ ðàâåíñòâ è/èëè íåðàâåíñòâ
èìååò íåîòðèöàòåëüíîå ðåøåíèå, òî îíà èìååò òàêîå íåîòðèöàòåëüíîå
ðåøåíèå, ãäå îòëè÷íû îò íóëÿ çíà÷åíèÿ íå áîëåå r ïåðåìåííûõ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåíèì êàæäîå (íå)ðàâåíñòâî h(x1, ..., xk) = (>, >)c
íà h(x1, ..., xk) = h(x∗

1
, ..., x∗k ), ãäå (x∗

1
, ..., x∗k ) � êàêîå-òî ðåøåíèå

ñèñòåìû. Ó íîâîé ñèñòåìû óðàâíåíèé åñòü ðåøåíèå ñ íå áîëåå, ÷åì r
íå-íóëÿìè, îíî æå áóäåò ðåøåíèåì ñòàðîé ñèñòåìû, ò.ê. âñå ïðàâûå
÷àñòè êîíñòàíòû.

Äìèòðèé ßðöåâ Áåñêâ. ëèí. âåð. ëîãèêà 9 îêòÿáðÿ 2020 20 / 26



Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû î ìàëåíüêîé ìîäåëè

Ðàññìîòðèì âûïîëíèìóþ ôîðìóëó f . Çàïèøåì å¼ â ÄÍÔ. Îòìåòèì,
÷òî êàæäûé äèçúþíêò � ýòî êîíúþíêöèÿ íå áîëåå, ÷åì |f | − 1,
áàçîâûõ ôîðìóë è èõ îòðèöàíèé. Ïîñêîëüêó f âûïîëíèìà, ó å¼ ÄÍÔ
åñòü âûïîëíèìûé äèçúþíêò g . Ïîñòðîèì ïî ôîðìóëå g ëèíåéíóþ
ñèñòåìó, êàê (1), íî áåç îãðàíè÷åíèÿ íà íåîòðèöàòåëüíîñòü è çàìåíîé
ñëåäóþùèõ äâóõ íåðàâåíñòâ íà îäíî óðàâíåíèå. Ó ýòîé ñèñòåìû áóäåò
íåîòðèöàòåëüíîå ðåøåíèå, à òîãäà íåîòðèöàòåëüíûìè ìîæíî îñòàâèòü
íå áîëåå r + s + 1 6 |f | ïåðåìåííûõ. Òàêîå ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóåò
ÈÂÑ, ãäå àòîìîâ íå áîëåå |f |, à èçìåðèìûìè ìîæíî ñ÷èòàòü âñå èõ
ìíîæåñòâà.
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Ðàçìåðû ÷èñåë è ôîðìóë

Áóäåì íàçûâàòü äëèíîé öåëîãî ÷èñëà åãî äëèíó â äâîè÷íîé çàïèñè,
ðàçìåðîì îáûêíîâåííîé äðîáè � ñóììó äëèí å¼ ÷èñëèòåëÿ è
çíàìåíàòåëÿ, à ñèìâîëîì ||f || � íàèáîëüøóþ èç äëèí âñåõ
êîýôôèöèåíòîâ, âõîäÿùèõ â ôîðìóëó f . Òîãäà òåîðåìó î ìàëåíüêîé
ìîäåëè ìîæíî óñèëèòü.

Òåîðåìà

Åñëè ôîðìóëà f âûïîëíèìà â èçìåðèìîé ñòðóêòóðå, òî îíà âûïîëíåíà

â íåêîòîðîé ñòðóêòóðå, ãäå ñîñòîÿíèé íå áîëåå |f |, ëþáîå ìíîæåñòâî
ñîñòîÿíèé èçìåðèìî, à ìåðà êàæäîãî ñîñòîÿíèÿ � ðàöèîíàëüíîå

÷èñëî ðàçìåðà O(|f | · ||f ||+ |f | log(|f |)).
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Óñèëåíèå âñïîìîãàòåëüíîé ëåììû

Ëåììà

Åñëè ñèñòåìà èç r ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè

äëèíû íå áîëåå l èìååò íåîòðèöàòåëüíîå ðåøåíèå, òî îíà èìååò òàêîå

íåîòðèöàòåëüíîå ðåøåíèå, ãäå íå áîëåå r ïåðåìåííûõ ïîëîæèòåëüíû,
ïðè÷¼ì îíè òàêæå ðàöèîíàëüíû è èìåþò ðàçìåð O(rl + r log r).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ñèñòåìà íåâûðîæäåíà.
Ðàññóæäàÿ, êàê â äîêàçàòåëüñòâå ñëàáîé âåðñèè, ñâåä¼ì çàäà÷ó ê
ñëó÷àþ, êîãäà ðåøåíèå åäèíñòâåííî. Ïîëó÷èëàñü êâàäðàòíàÿ ñèñòåìà
ðàçìåðà íå áîëåå r × r ñ êîýôôèöèåíòàìè äëèíû íå áîëåå l . Å¼
ðåøåíèå íàõîäèòñÿ ïî ìåòîäó Êðàìåðà è ñîñòîèò èç îòíîøåíèé äâóõ
îïðåäåëèòåëåé.
Âñå îïðåäåëèòåëè � ýòî ñóììû r ! ñëàãàåìûõ äëèíû íå áîëåå rl ,
ïîýòîìó äëèíà îïðåäåëèòåëÿ åñòü O(rl + log(r !)). Òîãäà ðàçìåð
÷àñòíîãî äâóõ òàêèõ îïðåäåëèòåëåé òîæå åñòü O(rl + r log r).
Ñëåäñòâèå äëÿ íåðàâåíñòâ òîæå âåðíî, íî ìû âîñïîëüçóåìñÿ èì áåç
äîêàçàòåëüñòâà.

Äìèòðèé ßðöåâ Áåñêâ. ëèí. âåð. ëîãèêà 9 îêòÿáðÿ 2020 23 / 26



Ïîñëåäíÿÿ ëåììà

Ëåììà

Ðàññìîòðèì ôîðìóëó f è äâå ÈÂÑ M = (X ,F , µ, π),M ′ = (X ,F , µ, π′),
îòëè÷àþùèåñÿ òîëüêî îöåíêàìè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî π(s)(p) = π′(s)(p)
äëÿ êàæäîãî ñîñòîÿíèÿ s è ýëåìåíòàðíîãî âûñêàçûâàíèÿ p, âõîäÿùåãî
â ôîðìóëó f . Òîãäà M � f ⇔ M ′ � f .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ áàçîâûõ ôîðìóë ýòà ëåììà âåðíà ïî
îïðåäåëåíèþ, à åù¼ å¼ èñòèííîñòü ñîõðàíÿåòñÿ ïðè ïðèìåíåíèè
ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê.
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Çàäà÷à î âûïîëíèìîñòè ôîðìóëû ñ âåñîì

Òåîðåìà

Çàäà÷à î âûïîëíèìîñòè ôîðìóëû ñ âåñîì â èçìåðèìîé âåðîÿòíîñòíîé

ñòðóêòóðå NP-ïîëíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. NP-òðóäíîñòü î÷åâèäíà: ïðîïîçèöèîíàëüíàÿ ôîðìóëà
ϕ âûïîëíèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíèìà ôîðìóëà ñ âåñîì
w(ϕ) > 0. Äîêàæåì ïðèíàäëåæíîñòü NP. Åñëè ôîðìóëà f âûïîëíèìà â
ÈÂÑ, òî ìîæíî íåäåòåðìèíèðîâàííî óãàäàòü ÷èñëî àòîìîâ â ìàëîé
ìîäåëè (èõ íå áîëüøå |f |), ìåðû âñåõ àòîìîâ (ýòî ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà
ðàçìåðà O(|f | · ||f ||+ |f | log(|f |)) è çíà÷åíèÿ îöåíêè âî âñåõ àòîìàõ äëÿ
âñåõ ïåðåìåííûõ, âõîäÿùèõ â f (÷èñëî ïàð (ñîñòîÿíèå, ïåðåìåííàÿ èç
f ) òîæå ïîëèíîìèàëüíî çàâèñèò îò äëèíû âõîäà Ω(|f |+ ||f ||)). Çàäà÷ó
ïðîâåðêè èñòèííîñòè ôîðìóëû f â äàííîé ÈÂÑ ìîæíî ðåøèòü çà
ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ îò ðàçìåðà ôîðìóëû è ñòðóêòóðû (äëÿ áàçîâûõ
ôîðìóë � ïîëíûì ïåðåáîðîì àòîìîâ, ãäå îíè èñòèííû, äëÿ áîëåå
ñëîæíûõ � ïîî÷åð¼äíî èíòåðïðåòèðóÿ ñâÿçêè). Òàê ìû íàó÷èëèñü
íåäåòåðìèíèðîâàííî ðåøàòü çàäà÷ó çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.
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Ñïàñèáî!
Âîïðîñû?
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