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Èäåÿ

Ðåëÿöèîííûå ëîãèêè øèðîêè, íî ìåòîä èõ îïðåäåëåíèÿ íàêëàäûâàåò

ñâîè îãðàíè÷åíèÿ.

Íàïðèìåð, åñëè ìû õîòèì ïðîâåðèòü êîððåêòíîñòü ôîðìóëû c � äëÿ

íåêîòîðîãî ïîäìíîæåñòâà ìèðîâ, íà ïîäìíîæåñòâî äîñòèæèìûõ ìèðîâ

íàêëàäûâàåòñÿ ñèëüíîå óñëîâèå � îíî äîëæíî ðàñêëàäûâàòüñÿ íà

äîñòèæèìûå èç èíäèâèäóàëüíûõ.

Õîòèì ¾çàïóòàòü¿ ìèðû, à íà ñàìîì äåëå àáñòðàãèðîâàòüñÿ îò

ñåìàíòèêè ìèðîâ ñîâñåì.
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Ïîäõîä ê ïðîáëåìå

Ïîäóìàåì, ÷òî íàì íóæíî îò çàìåíû ïîäìíîæåñòâ ìèðîâ.

Íóæåí àíàëîã îáúåäèíåíèÿ äëÿ ∨, àíàëîã ïåðåñå÷åíèÿ äëÿ ∧, àíàëîã
òîãî, ÷òî äåëàåò →, à òàêæå êîíñòàíòû 1 è 0 (òàê êàê âñ¼ æå õî÷åòñÿ

âûäåëèòü ôîðìóëû, âûïîëíèìûå âåçäå èëè íèãäå).

Îêàçûâàåòñÿ, òàêàÿ ìîäåëü ñóùåñòâóåò, è íàçûâàåòñÿ àëãåáðîé

Ãåéòèíãà.

Îïðåäåëåíèå

Àëãåáðà Ãåéòèíãà H = (A,∧,∨,→, 0, 1) � ýòî îãðàíè÷åííàÿ ðåø¼òêà c

äîïîëíèòåëüíîé áèíàðíîé îïåðàöèåé →, óäîâëåòâîðÿþùåé àêñèîìå

(c ∧ a) ≤ b ⇔ c ≤ (a→ b).

Çàìåòèì, ÷òî ïîñëåäíÿÿ àêñèîìà ýêâèâàëåíòíà

a→ b = max{c|c ∧ a ≤ b}.
Îòðèöàíèÿ â îïðåäåëåíèè íåò, íî åãî ìîæíî çàäàòü êàê ¬a = a→ 0;

åñëè äëÿ âñåõ a âûïîëíÿåòñÿ a ∨ ¬a = 1, òî àëãåáðà áóëåâà, è ìîæíî

îáðàòíî îïðåäåëèòü a→ b = ¬a ∨ b.
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Ìîäàëüíûå àëãåáðû

Îïðåäåëåíèå

Ìîäàëüíàÿ àëãåáðàM = (A,∧,∨,¬, 0, 1,�) � ýòî áóëåâà àëãåáðà c

äîïîëíèòåëüíîé óíàðíîé îïåðàöèåé �, óäîâëåòâîðÿþùåé àêñèîìàì

�(a ∧ b) = �a ∧�b è �1 = 1.

Òàêæå èñïîëüçóåòñÿ äâîéñòâåííàÿ îïåðàöèÿ ♦a = ¬�¬a.
Ìîäàëüíàÿ àëãåáðà íàçûâàåòñÿ ïîëíîé, åñëè ñîîòâåòñòâóþùàÿ áóëåâà

àëãåáðà ïîëíà.

Îïðåäåëåíèå

S4-àëãåáðàM = (A,∧,∨,¬, 0, 1,�) - ýòî ìîäàëüíàÿ àëãåáðà,

óäîâëåòâîðÿþùàÿ àêñèîìàì �a ≤ a è �a ≤ ��a. Ýëåìåíò a
íàçûâàåòñÿ îòêðûòûì, åñëè �a = a, è çàìêíóòûì, åñëè ♦a = a.
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Íåêîòîðûå àëãåáðàè÷åñêèå ôàêòû

Óòâåðæäåíèå

Îòêðûòûå ýëåìåíòû S4-àëãåáðûM = (A,∧,∨,¬, 0, 1,�) îáðàçóþò
àëãåáðó ÃåéòèíãàM0 = (�A,∧,∨,→, 0, 1), ãäå a→ b = �(¬a ∨ b).
Áîëåå òîãî, åñëèM ïîëíà, òî ïîëíà èM0, ïðè÷¼ì

∨
M0(·) =

∨
M(·) è∧

M0(·) = �
∧

M(·).

Óòâåðæäåíèå

Ëþáàÿ àëãåáðà Ãåéòèíãà H èçîìîðôíàM0 äëÿ êàêîé-òî S4-àëãåáðû

M.

Ìèõàèë Ìðûõèí Àëãåáðàè÷åñêàÿ ëîãèêà 23.10.2020 5 / 14



Íåêîòîðûå àëãåáðàè÷åñêèå ôàêòû

Óòâåðæäåíèå

Îòêðûòûå ýëåìåíòû S4-àëãåáðûM = (A,∧,∨,¬, 0, 1,�) îáðàçóþò
àëãåáðó ÃåéòèíãàM0 = (�A,∧,∨,→, 0, 1), ãäå a→ b = �(¬a ∨ b).
Áîëåå òîãî, åñëèM ïîëíà, òî ïîëíà èM0, ïðè÷¼ì

∨
M0(·) =

∨
M(·) è∧

M0(·) = �
∧

M(·).

Óòâåðæäåíèå

Ëþáàÿ àëãåáðà Ãåéòèíãà H èçîìîðôíàM0 äëÿ êàêîé-òî S4-àëãåáðû

M.

Ìèõàèë Ìðûõèí Àëãåáðàè÷åñêàÿ ëîãèêà 23.10.2020 5 / 14



Àëãåáðàè÷åñêèå ìîäåëè

Îïðåäåëåíèå

Îöåíêà â ìîäàëüíîé àëãåáðåM � ýòî îòîáðàæåíèå v : Prop → A.

Îöåíêó ìîæíî åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðîäîëæèòü íà Lm ñ óñëîâèåì

v(⊥) = 0 è èíâàðèàíòíîñòè îòíîñèòåëüíî ∧,∨,→,�.
Ïàðà (M, v) íàçûâàåòñÿ (àëãåáðàè÷åñêîé) ìîäåëüþ íàäM. Ìîäàëüíàÿ

ôîðìóëà φ èñòèííà â ìîäåëè (M, v), åñëè v(φ) = 1; èñòèííà íà

àëãåáðeM, åñëè èñòèííà â ìîäåëè (M, v) äëÿ ëþáîé îöåíêè v .
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Ëåììà î ïîäñòàíîâêå

Ëåììà

ÏóñòüM - ìîäàëüíàÿ àëãåáðà, s � ïîäñòàíîâêà. Åñëè äëÿ îöåíîê v , u
âûïîëíÿåòñÿ v(φ) = u(sφ) äëÿ âñåõ φ ∈ Prop, òî ýòî æå ðàâåíñòâî

âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ φ ∈ Lm.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Èíäóêöèÿ ïî äëèíå φ.

Ìèõàèë Ìðûõèí Àëãåáðàè÷åñêàÿ ëîãèêà 23.10.2020 7 / 14



Ëåììà î ïîäñòàíîâêå

Ëåììà

ÏóñòüM - ìîäàëüíàÿ àëãåáðà, s � ïîäñòàíîâêà. Åñëè äëÿ îöåíîê v , u
âûïîëíÿåòñÿ v(φ) = u(sφ) äëÿ âñåõ φ ∈ Prop, òî ýòî æå ðàâåíñòâî

âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ φ ∈ Lm.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Èíäóêöèÿ ïî äëèíå φ.

Ìèõàèë Ìðûõèí Àëãåáðàè÷åñêàÿ ëîãèêà 23.10.2020 7 / 14



Ëåììà î êîððåêòíîñòè

Ëåììà

Ìíîæåñòâî LM = {φ|M � φ} ÿâëÿåòñÿ ìîäàëüíîé ëîãèêîé.

Äîêàçàòåëüñòâî.

LM çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî ïîäñòàíîâêè ïî ïðåäûäóùåé ëåììå.

Îíî ñîäåðæèò âñå êëàññè÷åñêèå òàâòîëîãèè, òàê êàê îíè èñòèííû â

ëþáîé áóëåâîé ëîãèêå.

Çàòåì çàìåòèì, ÷òî â ìîäàëüíîé àëãåáðå îïåðàöèÿ � ìîíîòîííà:

x ≤ y ⇒ �x ≤ �y . Äåéñòâèòåëüíî, �x = �(x ∧ y) = �x ∧�y .
Ïðèìåíèâ ýòî êî âòîðîìó îïðåäåëåíèþ àëãåáðàè÷åñêîé èìïëèêàöèè,

ïîëó÷àåì �(a→ b) ∧�a ≤ �b, îòêóäà ïî ïåðâîìó îïðåäåëåíèþ

�(a→ b) ≤ �a→ �b, òî åñòü �(a→ b)→ (�a→ �b) = 1.

Íàêîíåö, modus ponens è íîðìàëèçàöèÿ ñîõðàíÿþò èñòèííîñòü, òàê êàê

1→ a⇒ a = 1 è �1 = 1.
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Èíòóèöèîíèñòñêèå àëãåáðàè÷åñêèå ìîäåëè

Îïðåäåëåíèå

Îöåíêà â àëãåáðå Ãåéòèíãà H � ýòî îòîáðàæåíèå v I : Prop → A.
Îöåíêó ìîæíî åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðîäîëæèòü íà Int ñ óñëîâèåì
v I (⊥) = 0 è èíâàðèàíòíîñòè îòíîñèòåëüíî ∧,∨,→.

Ïàðà (H, v I ) íàçûâàåòñÿ (àëãåáðàè÷åñêîé) ìîäåëüþ íàä H.
Èíòóèöèîíèñòñêàÿ ôîðìóëà φ èñòèííà â ìîäåëè (H, v I ), åñëè
v I (φ) = 1; èñòèííà íà àëãåáðe H, åñëè èñòèííà â ìîäåëè (H, v I ) äëÿ
ëþáîé îöåíêè v I .

Ëåììà

Ïóñòü H - àëãåáðà Ãåéòèíãà, s � ïîäñòàíîâêà. Åñëè äëÿ îöåíîê v I , uI

âûïîëíÿåòñÿ v I (φ) = uI (sφ) äëÿ âñåõ φ ∈ Prop, òî ýòî æå ðàâåíñòâî

âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ φ ∈ Int.

Ëåììà

Ìíîæåñòâî LH = {φ|H � φ} ÿâëÿåòñÿ ñóïåðèíòóèöèîíèñòñêîé ëîãèêîé.
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Òðàíñëÿöèÿ Ã¼äåëÿ-Òàðñêîãî

Îïðåäåëåíèå

Òðàíñëÿöèÿ Ã¼äåëÿ-Òàðñêîãî � ýòî îòîáðàæåíèå èç Int â Lm, çàäàííîå
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

T (⊥) :=⊥
T (p) :=�p

T (φ ∨ ψ) :=T (φ) ∨ T (ψ)

T (φ ∧ ψ) :=T (φ) ∧ T (ψ)

T (φ→ ψ) :=�(T (φ)→ T (ψ))

Ëåììà

(�T (φ)↔ T (φ)) ∈ S4 äëÿ ëþáîé èíòóèöèîíèñòñêîé ôîðìóëû φ.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Èíäóêöèÿ ïî äëèíå φ.
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Èíäóêöèÿ ïî äëèíå φ.

Ìèõàèë Ìðûõèí Àëãåáðàè÷åñêàÿ ëîãèêà 23.10.2020 10 / 14



Òðàíñëÿöèÿ Ã¼äåëÿ-Òàðñêîãî

Îïðåäåëåíèå
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Âëîæåíèå Int â S4

Ëåììà

ÏóñòüM � S4-àëãåáðà.

1 Ïóñòü v I è u � òàêèå îöåíêè âM, ÷òî v I (p) = �u(p) äëÿ âñåõ p.
Òîãäà v I (φ) = u(T (φ)) äëÿ ëþáîé èíòóèöèîíèñòñêîé ôîðìóëû φ.

2 Äëÿ ëþáîé èíòóèöèîíèñòñêîé ôîðìóëû φ óòâåðæäåíèÿM0 � φ è

M � T (φ) ýêâèâàëåíòíû.

Äîêàçàòåëüñòâî.

1 Ñíîâà èíäóêöèåé ïî ðàçìåðó ôîðìóëû.

2 ⇒ Ïóñòü u � ïðîèçâîëüíàÿ îöåíêà âM, òîãäà v I = �u �

îöåíêà âM0. ÅñëèM0 � φ, òî, â ÷àñòíîñòè, v I (φ) = 1,

à òîãäà u(T (φ)) = 1 ïî ïðåäûäóùåìó ïóíêòó.

⇐ Àíàëîãè÷íî, íî u = v I .

Ìèõàèë Ìðûõèí Àëãåáðàè÷åñêàÿ ëîãèêà 23.10.2020 11 / 14



Âëîæåíèå Int â S4

Ëåììà

ÏóñòüM � S4-àëãåáðà.

1 Ïóñòü v I è u � òàêèå îöåíêè âM, ÷òî v I (p) = �u(p) äëÿ âñåõ p.
Òîãäà v I (φ) = u(T (φ)) äëÿ ëþáîé èíòóèöèîíèñòñêîé ôîðìóëû φ.

2 Äëÿ ëþáîé èíòóèöèîíèñòñêîé ôîðìóëû φ óòâåðæäåíèÿM0 � φ è

M � T (φ) ýêâèâàëåíòíû.

Äîêàçàòåëüñòâî.

1 Ñíîâà èíäóêöèåé ïî ðàçìåðó ôîðìóëû.

2 ⇒ Ïóñòü u � ïðîèçâîëüíàÿ îöåíêà âM, òîãäà v I = �u �

îöåíêà âM0. ÅñëèM0 � φ, òî, â ÷àñòíîñòè, v I (φ) = 1,

à òîãäà u(T (φ)) = 1 ïî ïðåäûäóùåìó ïóíêòó.

⇐ Àíàëîãè÷íî, íî u = v I .

Ìèõàèë Ìðûõèí Àëãåáðàè÷åñêàÿ ëîãèêà 23.10.2020 11 / 14



Âëîæåíèå Int â S4

Ëåììà

ÏóñòüM � S4-àëãåáðà.

1 Ïóñòü v I è u � òàêèå îöåíêè âM, ÷òî v I (p) = �u(p) äëÿ âñåõ p.
Òîãäà v I (φ) = u(T (φ)) äëÿ ëþáîé èíòóèöèîíèñòñêîé ôîðìóëû φ.

2 Äëÿ ëþáîé èíòóèöèîíèñòñêîé ôîðìóëû φ óòâåðæäåíèÿM0 � φ è

M � T (φ) ýêâèâàëåíòíû.

Äîêàçàòåëüñòâî.

1 Ñíîâà èíäóêöèåé ïî ðàçìåðó ôîðìóëû.

2 ⇒ Ïóñòü u � ïðîèçâîëüíàÿ îöåíêà âM, òîãäà v I = �u �

îöåíêà âM0. ÅñëèM0 � φ, òî, â ÷àñòíîñòè, v I (φ) = 1,

à òîãäà u(T (φ)) = 1 ïî ïðåäûäóùåìó ïóíêòó.

⇐ Àíàëîãè÷íî, íî u = v I .

Ìèõàèë Ìðûõèí Àëãåáðàè÷åñêàÿ ëîãèêà 23.10.2020 11 / 14



Âëîæåíèå Int â S4

Ëåììà

ÏóñòüM � S4-àëãåáðà.

1 Ïóñòü v I è u � òàêèå îöåíêè âM, ÷òî v I (p) = �u(p) äëÿ âñåõ p.
Òîãäà v I (φ) = u(T (φ)) äëÿ ëþáîé èíòóèöèîíèñòñêîé ôîðìóëû φ.

2 Äëÿ ëþáîé èíòóèöèîíèñòñêîé ôîðìóëû φ óòâåðæäåíèÿM0 � φ è

M � T (φ) ýêâèâàëåíòíû.

Äîêàçàòåëüñòâî.

1 Ñíîâà èíäóêöèåé ïî ðàçìåðó ôîðìóëû.

2 ⇒ Ïóñòü u � ïðîèçâîëüíàÿ îöåíêà âM, òîãäà v I = �u �

îöåíêà âM0. ÅñëèM0 � φ, òî, â ÷àñòíîñòè, v I (φ) = 1,

à òîãäà u(T (φ)) = 1 ïî ïðåäûäóùåìó ïóíêòó.

⇐ Àíàëîãè÷íî, íî u = v I .

Ìèõàèë Ìðûõèí Àëãåáðàè÷åñêàÿ ëîãèêà 23.10.2020 11 / 14



Âëîæåíèå Int â S4

Ëåììà

ÏóñòüM � S4-àëãåáðà.

1 Ïóñòü v I è u � òàêèå îöåíêè âM, ÷òî v I (p) = �u(p) äëÿ âñåõ p.
Òîãäà v I (φ) = u(T (φ)) äëÿ ëþáîé èíòóèöèîíèñòñêîé ôîðìóëû φ.

2 Äëÿ ëþáîé èíòóèöèîíèñòñêîé ôîðìóëû φ óòâåðæäåíèÿM0 � φ è

M � T (φ) ýêâèâàëåíòíû.

Äîêàçàòåëüñòâî.

1 Ñíîâà èíäóêöèåé ïî ðàçìåðó ôîðìóëû.

2 ⇒ Ïóñòü u � ïðîèçâîëüíàÿ îöåíêà âM, òîãäà v I = �u �

îöåíêà âM0. ÅñëèM0 � φ, òî, â ÷àñòíîñòè, v I (φ) = 1,

à òîãäà u(T (φ)) = 1 ïî ïðåäûäóùåìó ïóíêòó.

⇐ Àíàëîãè÷íî, íî u = v I .

Ìèõàèë Ìðûõèí Àëãåáðàè÷åñêàÿ ëîãèêà 23.10.2020 11 / 14



Âëîæåíèå Int â S4

Ëåììà

ÏóñòüM � S4-àëãåáðà.

1 Ïóñòü v I è u � òàêèå îöåíêè âM, ÷òî v I (p) = �u(p) äëÿ âñåõ p.
Òîãäà v I (φ) = u(T (φ)) äëÿ ëþáîé èíòóèöèîíèñòñêîé ôîðìóëû φ.

2 Äëÿ ëþáîé èíòóèöèîíèñòñêîé ôîðìóëû φ óòâåðæäåíèÿM0 � φ è

M � T (φ) ýêâèâàëåíòíû.

Äîêàçàòåëüñòâî.

1 Ñíîâà èíäóêöèåé ïî ðàçìåðó ôîðìóëû.

2 ⇒ Ïóñòü u � ïðîèçâîëüíàÿ îöåíêà âM, òîãäà v I = �u �

îöåíêà âM0. ÅñëèM0 � φ, òî, â ÷àñòíîñòè, v I (φ) = 1,

à òîãäà u(T (φ)) = 1 ïî ïðåäûäóùåìó ïóíêòó.

⇐ Àíàëîãè÷íî, íî u = v I .

Ìèõàèë Ìðûõèí Àëãåáðàè÷åñêàÿ ëîãèêà 23.10.2020 11 / 14



Àëãåáðû Ëèíäåíáàóìà

Îïðåäåëåíèå

Àëãåáðà Ëèíäåíáàóìà Lind(L) ìîäàëüíîé (èëè ñóïåðèíòóèöèîíèñòñêîé)
ëîãèêè L � ýòî ìíîæåñòâî Lm (èëè Int)/ ∼L (ãäå ∼L � ýòî îòíîøåíèå
ýêâèâàëåíòíîñòè â ëîãèêå L), ñíàáæ¼ííîå îïåðàöèÿìè ìîäàëüíîé àëãåáðû
(èëè àëãåáðû Ãåéòèíãà) ñîãëàñîâàííî ñ L.

Òåîðåìà

Lind(L) � êîððåêòíî îïðåäåë¼ííàÿ ìîäàëüíàÿ àëãåáðà (èëè àëãåáðà

Ãåéòèíãà), è L(Lind(L)) = L.
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Àëãåáðàè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ

Îïðåäåëåíèå

Àëãåáðàè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå, îïðåäåëÿåìîå ìíîæåñòâîì ôîðìóë Γ �

ýòî ìíîæåñòâî âñåõ àëãåáð, íà êîòîðûõ èñòèííû âñå ôîðìóëû èç ýòîãî

ìíîæåñòâà.

Òåîðåìà (Áèðêãîô)

Êëàññ àëãåáð (ìîäàëüíûõ èëè Ãåéòèíãà) ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì

ìíîãîîáðàçèåì â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè îí çàìêíóò

îòíîñèòåëüíî ïîäàëãåáð, ãîìîìîðôíûõ îáðàçîâ è ïðÿìûõ

ïðîèçâåäåíèé.

Òåîðåìà

×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå (ïî âêëþ÷åíèþ) ìíîæåñòâî âñåõ ìîäàëüíûõ

(èëè èíòóèöèîíèñòñêèõ) ëîãèê äóàëüíî èçîìîðôíî ìíîæåñòâó âñåõ

àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé ìîäàëüíûõ àëãåáð (èëè àëãåáð

Ãåéòèíãà).
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Ñïàñèáî çà âíèìàíèå!
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