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Îáùèå çàìå÷àíèÿ ïðî ðåøàåìûå çàäà÷è

Âñ¼ áóäåò â ïðåäåëàõ êëàññè÷åñêîé ëîãèêè.

Ãëàâíàÿ (?) çàäà÷à ëîãèêè: ïî óòâåðæäåíèþ ïðî êàêèå-òî îáúåêòû

(íàòóðàëüíûå ÷èñëà, ìíîæåñòâà, . . . ), ñêàçàòü, âåðíî ëè îíî.

Ïî÷òè âñåãäà àëãîðèòìè÷åñêè íåðàçðåøèìà.

Íî èíîãäà âñ¼ æå ðàçðåøèìà.

Àêñèîìàòèçàöèÿ è âûâîäèìîñòü íàñ íå áóäóò ñèëüíî âîëíîâàòü.

Ïðèìåð: òåîðåìà Òàðñêîãî ïðî 〈R, 0, 1,+, ·〉. Äåëàÿ ýëèìèíàöèþ

êâàíòîðîâ, ìû äóìàåì â òåðìèíàõ òîãî, ÷òî ìû ïðîâåðÿåì

êàêîå-òî óòâåðæäåíèå ïðî íàñòîÿùèå âåùåñòâåííûå ÷èñëà.

Ôîðìàëüíûé âûâîä ýòîãî óòâåðæäåíèÿ íàñ âîëíóåò â ìåíüøåé

ñòåïåíè.

Èçîìîðôèçìîì è ýëåìåíòàðíîé ýêâèâàëåíòíîñòüþ ìîäåëåé ìû

áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ëèøü ñîâñåì ÷óòü-÷óòü.
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×òî òàêîå S1S?

Ïåðâîïîðÿäêîâàÿ òåîðèÿ 〈N,=, succ〉 (0 âûðàæàåòñÿ), ãäå

ïðåäèêàò succ(x , y) ãîâîðèò, âåðíî ëè, ÷òî y = x + 1.

+ Î÷åâèäíî ðàçðåøèìà (ïåðåáðàòü ïîðÿäîê ïåðåìåííûõ è òî,

áîëüøå ëè ðàçðûâû ìåæäó íèìè, ÷åì 1 èëè íåò).

� Àáñîëþòíî áåñïîëåçíà, â òàêîì ÿçûêå íå âûðàçèòü äàæå x 6 y ,
òåì áîëåå x + y = z è åù¼ ìíîãî ïðîñòûõ ïðåäèêàòîâ.

Äîáàâèì êâàíòîðû ïî ïîäìíîæåñòâàì íàòóðàëüíûõ ÷èñåë!

È ïðåäèêàòû X ⊆ Y , x ∈ X , êîíå÷íî æå.

Ïîëó÷èëè ìîíàäè÷åñêóþ òåîðèþ S1S (ìîíàäè÷åñêóþ, ïîòîìó ÷òî

ïîäìíîæåñòâà � îäíîìåñòíûå ïðåäèêàòû).

+ Òåïåðü ìîæíî âûðàçèòü, ÷òî x 6 y . À èìåííî, íàèìåíüøåå ïî

âêëþ÷åíèþ ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå x è çàìêíóòîå îòíîñèòåëüíî

âçÿòèÿ ïîñëåäîâàòåëÿ, äîëæíî ñîäåðæàòü y .

P(Z , x) := x ∈ Z ∧ (∀y , z ((y ∈ Z ∧ succ(y , z))→ z ∈ Z ))

(x 6 y) := ∃X (P(X , x) ∧ (∀Z (P(Z , x)→ X ⊆ Z )) ∧ y ∈ X )
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Ïî÷åìó ðàçðåøèìîñòü S1S ïîëåçíà?

Ïðîèíòåðïðåòèðóåì àðèôìåòèêó Ïðåñáóðãåðà 〈N,+,=, 0, 1〉 â S1S.
Ðàç S1S ðàçðåøèìà, òî è àðèôìåòèêà Ïðåñáóðãåðà � òîæå.

Ìû è òàê ýòî çíàëè, íî âñ¼ ðàâíî ïðèêîëüíî.

n ∈ N → êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî N (äâîè÷íàÿ çàïèñü).

Êîíå÷íîñòü âûðàçèìà â S1S: Finite(X ) := ∃y∀x (x ∈ X → x 6 y).

Èíòåðïðåòàöèÿ a + b = c : åñòü ìíîæåñòâà A, B , C , óãàäàåì, ÷åìó
áóäåò ðàâåí ïåðåíîñ D ïðè ñëîæåíèè (îí òîæå äîëæåí áûòü

êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì).

Åñëè ïåðåíîñ èçâåñòåí, òî ïðîâåðêà ïðàâèëüíîñòè ñëîæåíèÿ �

ëîêàëüíàÿ âåùü (äîëæíî âûïîëíèòüñÿ ìíîãî óñëîâèé, íî êàæäîå

èç íèõ çàâèñèò îò ïîâåäåíèÿ A, B , C è D â äâóõ ñîñåäíèõ áèòàõ).

Ó íàñ êàê ðàç â ÿçûêà åñòü îïåðàòîð succ, òàê ÷òî âñ¼ ñõîäèòñÿ!
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Òðåíèðóåìñÿ íà êîøêàõ: S1SF

Ðàññìîòðèì ÷óòü áîëåå ïðîñòóþ òåîðèþ (S1SF): ìîíàäè÷åñêóþ

òåîðèþ âñåõ ìíîæåñòâ âèäà {1, 2, . . . ,m} ñ ïðåäèêàòàìè
=, succ,⊆,∈. Óòâåðæäåíèå ñ÷èòàåòñÿ âåðíûì, åñëè îíî âåðíî äëÿ

âñåõ ìíîæåñòâ {1, 2, . . . ,m}.
Èíòåðåñíî èìåííî �àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå�, äëÿ

ôèêñèðîâàííîãî m ìîæíî ïðîñòî âñ¼ ïåðåáðàòü. ÍÓÎ m > 2.

Ýêâèâàëåíòíî, íî ìåíåå åñòåñòâåííî: 〈=,⊆,SUCC〉, ãäå
SUCC(X ,Y ) := ((X = {x} ∧ Y = {x + 1}) äëÿ êàêîãî-òî x ∈ N).

Òî, ÷òî x ∈ N âûðàæàåòñÿ êàê ∃Y (SUCC(X ,Y ) ∨ SUCC(Y ,X )).

Íååñòåñòâåííî, íî ìàëî ïðåäèêàòîâ, ëåãêî áóäåò ñòðîèòü àâòîìàò.
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Îáû÷íûå àâòîìàòû è S1SF

Äëÿ ìîäåëè {1, 2, . . . ,m} è ïîäìíîæåñòâ X1,X2, . . . ,Xn îïðåäåëèì

ñëîâî W (m,X1,X2, . . . ,Xn) = w1w2 . . .wm íàä àëôàâèòîì Σn

ðàçìåðà 2n, òàê: wi ñîîòâåòñòâóåò òîìó, äëÿ êàêèõ j âåðíî, ÷òî
i ∈ Xj (êàê ðàç 2n âàðèàíòîâ).

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ n = 0 ýòî ñëîâî íàä îäíîñèìâîëüíûì

àëôàâèòîì.

Â ÷¼ì ñìûñë?
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Ôîðìóëà ïî àâòîìàòó (ñêîðåå ïðèÿòíûé áîíóñ)

Òåîðåìà

Åñòü àëãîðèòì, ñòðîÿùèé ïî Σn-ÄÊÀ A òàêóþ S1SF-ôîðìóëó ϕ ÷òî

äëÿ ëþáûõ m > 2 è X1,X2, . . .Xn âåðíî, ÷òî

{1, 2, . . . ,m} |= ϕ(X1, . . . ,Xn)⇔W (m,X1, . . . ,Xn) ∈ L(A)

Äîêàçàòåëüñòâî.

Åñëè q1, q2, . . . , qd � ñîñòîÿíèÿ A, òî ôîðìóëà áóäåò ïðîâåðÿòü, ÷òî

ñóùåñòâóþò òàêèå Y1,Y2, . . . ,Yd ⊆ {1, 2, . . . ,m}, îïèñûâàþùèå, êîãäà
A áûâàë â ñîîòâåòñòâóþùåì ñîñòîÿíèè ïðè ÷òåíèè W (m,X1, . . . ,Xn).
À èìåííî,

Yi := { ` | A íàõîäèòñÿ â qi ïîñëå ÷òåíèÿ ïåðâûõ ` áóêâ ñëîâà }. Íóæíî
óìåòü ïðîâåðÿòü, ÷òî óãàäàííûå Yi äåéñòâèòåëüíî ïîäõîäÿò, íî ýòî

ïðîâåðêà ïðàâèëüíîñòè ïåðåõîäîâ àâòîìàòà. Îïÿòü-òàêè, íóæíî ìíîãî

ðàç ïðîâåðèòü �ëîêàëüíîå ñâîéñòâî�.
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Àâòîìàò ïî ôîðìóëå

Òåîðåìà

Åñòü àëãîðèòì, ñòðîÿùèé ïî S1SF-ôîðìóëå ϕ(X1,X2, . . . ,Xn) ñî
ñâîáîäíûìè ïåðåìåííûìè Xi òàêîé Σn-ÄÊÀ A, ÷òî
{1, 2, . . . ,m} |= ϕ(X1, . . . ,Xn)⇔W (m,X1, . . . ,Xn) ∈ L(A).

Äîêàçàòåëüñòâî.

Èíäóêöèÿ ïî ñëîæíîñòè ôîðìóëû. Àòîìàðíûå ôîðìóëû X ⊆ Y ,

X = Y , SUCC(X ,Y ) ñîîòâåòñòâóþò ðåãóëÿðíûì ÿçûêàì

{(00), (01), (11)}∗, {(00), (11)}∗, (00)∗(10)(01)(00)∗ ñîîòâåòñòâåííî.
Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ψ è ψ1 ∧ψ2 íóæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ êîíñòðóêöèÿìè äëÿ

äîïîëíåíèÿ è ïåðåñå÷åíèÿ ÄÊÀ.

Åñëè æå ϕ âûãëÿäèò êàê ∃Xn+1 (ψ(X1,X2, . . . ,Xn,Xn+1)), òî íóæíî íà

êàæäîì ðåáðå ÄÊÀ äëÿ ψ �óãàäûâàòü� áèò, ñîîòâåòñòâóþùèé Xn+1. Òî

åñòü åñëè èç âåðøèíû ðàíüøå èñõîäèëî äâà ð¼áðà ïî ñèìâîëàì (x0) è
(x1), òî òåïåðü áóäóò èñõîäèòü äâà ðåáðà ïî ñèìâîëó (x).
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Ðàçðåøèìîñòü S1SF

Âîñïîëüçóåìñÿ ïðåäûäóùåé òåîðåìîé äëÿ ïðåäëîæåíèÿ.

Ïîëó÷èì ÿçûê L íàä Σ0 (îäíîñèìâîëüíûì àëôàâèòîì).

tm ∈ L òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà {1, 2, . . . ,m} |= ϕ.

Èíòåðåñíîå ñëåäñòâèå: ìíîæåñòâî òåõ m, äëÿ êîòîðûõ äàííàÿ

S1SF-ôîðìóëà èñòèííà, íåñòðîãî ïåðèîäè÷íî.

Åñòü ëè ïðÿìîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ñëåäñòâèÿ?

�Ïðåäëîæåíèå� ∃X ,Y (1 ∈ X ∧m ∈ Y ∧ (∀x ∈ X (x + 1 ∈
Y )) ∧ (∀y ∈ Y , y < m (y + 1 ∈ X )) âåðíî òîëüêî äëÿ ÷¼òíûõ m.

Íó è âîîáùå, ìîæíî ëþáîå 1-àâòîìàòíîå ìíîæåñòâî ïîëó÷èòü,

òàê êàê ôîðìóëó ïî àâòîìàòó òîæå óìååì ñòðîèòü.
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Àâòîìàòû Ìþëëåðà

Êàê îáû÷íûå àâòîìàòû, òîëüêî ïðèíèìàþò ñëîâà �äëèíû ω�.

Åäèíñòâåííîå, ÷òî îòëè÷àåòñÿ îò îáû÷íûõ

(íå)äåòåðìèíèðîâàííûõ àâòîìàòîâ � óñëîâèå ïðè¼ìà.

Áåñêîíå÷íîå ñëîâî ïðèíèìàåòñÿ íåäåòåðìèíèðîâàííûì àâòîìàòîì

Ìþëëåðà, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå âû÷èñëåíèå íà ýòîì ñëîâå, ÷òî

ìíîæåñòâî âñåõ ñîñòîÿíèé, ïîñåù¼ííûõ áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàç,

ëåæèò â äàííîì ïîäìíîæåñòâå F ⊆ 2Q (Q � ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé

àâòîìàòà).

Â îòëè÷èå îò àâòîìàòîâ Áþõè è äðóãèõ ïîäîáíûõ ôîðìàëèçìîâ,

ìíîæåñòâî F àáñîëþòíî ïðîèçâîëüíîå.

Áåñêîíå÷íûå ñëîâà � íå êîíå÷íûé îáúåêò, íî àâòîìàòû

Ìþëëåðà � êîíå÷íûå îáúåêòû.

Çàäà÷à ïðèíàäëåæíîñòè íå îñîáî îñìûñëåíà, íî çàäà÷à

ïóñòîòû � âïîëíå ñåáå äà.
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Äåòåðìèíèçàöèÿ

Òåîðåìà

Äëÿ êàæäîãî íåäåòåðìèíèðîâàííîãî àâòîìàòà Ìþëëåðà åñòü

ýêâèâàëåíòíûé äåòåðìèíèðîâàííûé, ïðè ýòîì ïðåîáðàçîâàíèå

âû÷èñëèìî.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïîëÿ ñëèøêîì óçêè, âçðûâ ïî ÷èñëó ñîñòîÿíèé � äâîéíàÿ

ýêñïîíåíòà.
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Ðàçðåøèìîñòü ïóñòîòû

Òåîðåìà

Åñòü àëãîðèòì, êîòîðûé ïî äàííîìó äåòåðìèíèðîâàííîìó àâòîìàòó

Ìþëëåðà ïîíèìàåò, ïóñò ëè ïîðîæäàåìûé èì ÿçûê.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà F ïðîâåðèì, åñòü ëè âû÷èñëåíèå, êîòîðîå

ïîñåùàåò â òî÷íîñòè òàêèå ñîñòîÿíèÿ áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàç. Òàêîå

âû÷èñëåíèå åñòü òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ýòè ñîñòîÿíèÿ îáðàçóþò

ñèëüíî ñâÿçíûé ïîäãðàô, äîñòèæèìûé èç íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ.
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Àâòîìàòû Ìþëëåðà ê S1S-ôîðìóëàì

Îïðåäåëèì áåñêîíå÷íîå ñëîâî W (X1,X2, . . . ,Xn) íàä àëôàâèòîì Σn,

êàê ìû ðàíüøå îïðåäåëÿëè êîíå÷íûå ñëîâà W (m,X1, . . . ,Xn). Ìîæíî

äîêàçàòü òå æå äâå òåîðåìû, ÷òî è ðàíüøå (ÄÀÌ �

äåòåðìåíèðîâàííûé àâòîìàò Ìþëëåðà).

Òåîðåìà

Åñòü àëãîðèòì, ñòðîÿùèé ïî S1S-ôîðìóëå ϕ(X1,X2, . . . ,Xn) ñî
ñâîáîäíûìè ïåðåìåííûìè Xi òàêîé Σn-ÄÀÌ A, ÷òî
N |= ϕ(X1, . . . ,Xn)⇔W (X1, . . . ,Xn) ∈ L(A).

Äîêàçàòåëüñòâî.

Àíàëîãè÷íî S1SF. Âàæíî, ÷òî êîíå÷íîñòü ìíîæåñòâà âûðàçèìû,

ïîýòîìó, åñëè ìû óæå çíàåì Yi , äëÿ ïðîâåðêè ïðèíÿòèÿ àâòîìàòîì

ñëîâà äîñòàòî÷íî íàïèñàòü îãðîìíóþ ÄÍÔ ñ ëèòåðàëàìè,

ïðîâåðÿþùèìè áåñêîíå÷íîñòü Yi .

Âëàäèñëàâ Ìàêàðîâ Ðàçðåøèìûå ìîíàäè÷åñêèå òåîðèè S1S è S2S 30.10.2020 13 / 18



S1S-ôîðìóëû ê àâòîìàòàì Ìþëëåðà

Òåîðåìà

Åñòü àëãîðèòì, ñòðîÿùèé ïî S1S-ôîðìóëå ϕ(X1,X2, . . . ,Xn) ñî
ñâîáîäíûìè ïåðåìåííûìè Xi òàêîé Σn-ÄÀÌ A, ÷òî
N |= ϕ(X1, . . . ,Xn)⇔W (X1, . . . ,Xn) ∈ L(A).

Äîêàçàòåëüñòâî.

Èíäóêöèÿ ïî ñëîæíîñòè ôîðìóëû. Àòîìàðíûå ôîðìóëû X ⊆ Y ,

X = Y , SUCC(X ,Y ) ñîîòâåòñòâóþò �ðåãóëÿðíûì� ÿçûêàì
{(00), (01), (11)}ω, {(00), (11)}ω, (00)∗(10)(01)(00)ω ñîîòâåòñòâåííî.

Ýòè ÿçûêè ëåãêî ðåàëèçîâûâàòü ñ ïîìîùüþ ÄÀÌ: âñå òðè âûãëÿäÿò

êàê �âîçìîæíî, äîæäàòüñÿ êàêîãî-òî ïðîñòîãî ñîáûòèÿ, ïîñëå íåãî

êðóòèòüñÿ â îäíîì ñîñòîÿíèè è ïðîâåðÿòü óñëîâèå íà áóêâó, åñëè

íàðóøèëîñü, òî ñâàëèòüñÿ â ìóñîð íàâñåãäà�.

Äëÿ ψ, ψ1 ∨ ψ2 è ∃Xn+1 (ψ(X1,X2, . . . ,Xn,Xn+1)) õâàòàåò
äåòåðìèíèçàöèè è äîïîëíåíèÿ.
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Äåðåâüÿ è ëîãèêà S2S

S1S çíà÷èò �second-order, 1 successor�. Òî åñòü ó ëþáîãî ýëåìåíòà

ðîâíî îäèí ïîñëåäîâàòåëü.

S2S � �second-order, 2 successors�

Ðàíüøå áûëî N, òåïåðü {0, 1}∗.
Ïåðâîïîðÿäêîâûé ÿçûê 〈=, ε, Left,Right〉, S2S äîáàâëÿåò ⊆.
Î÷åíü ìîùíàÿ òåîðèÿ, íî âñ¼ åù¼ ðàçðåøèìàÿ.

Íàïðèìåð �x � ïðåôèêñ y � âûðàæàåòñÿ êàê �íàèìåíüøåå ïî

âêëþ÷åíèþ ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå x è çàìêíóòîå îòíîñèòåëüíî

Left è Right, ñîäåðæèò y �.

�x ëåêñèêîãðàôè÷åñêè ìåíüøå y � � êàê �ëèáî x � ïðåôèêñ y ,
ëèáî åñòü òàêîå ñëîâî z , ÷òî z0 � ïðåôèêñ x , à z1 � ïðåôèêñ y �.

Ìîæíî âûðàçèòü S3S, S4S, . . . (íå î÷åíü óäèâèòåëüíî; ïàðàëëåëü ñ

òåì, êàê â òåîðèè ôîðìàëüíûõ ÿçûêîâ, ãäå ìîæíî ñ ïîìîùüþ

äâóõ áóêâ ñèìóëèðîâàòü ëþáîé êîíå÷íûé àëôàâèò, à ñ ïîìîùüþ

îäíîé íåëüçÿ). Äàæå SωS .
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Òåîðåìà è äåðåâå è ïðèìåíåíèå ê ëèíåéíûì ïîðÿäêàì

Òåîðåìà (òåîðåìà î äåðåâå)

Òåîðèÿ S2S ðàçðåøèìà.

Òåîðèÿ âñåõ íå áîëåå, ÷åì ñ÷¼òíûõ ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûõ

ìíîæåñòâ (ñ ïðåäèêàòàìè = è 6) ðàçðåøèìà.
Äåéñòâèòåëüíî, ìíîæåñòâî A := { x1 | x ∈ {0, 1}∗ } îïðåäåëèìî â

S2S, à òàêæå èçîìîðôíî Q êàê ËÓÌ (â êà÷åñòâå íåðàâåíñòâà

èñïîëüçóåòñÿ ëåêñèêîãðàôè÷åñêîå ñðàâíåíèå).

Òîãäà ëþáîå íå áîëåå ÷åì ñ÷¼òíîå ËÓÌ èçîìîðôíî íåêîòîðîìó

ïîäìíîæåñòâó A (ñëåäóåò èç êëàññèôèêàöèè ñ÷¼òíûõ ëèíåéíûõ

ïîðÿäêîâ).

Ñëåäîâàòåëüíî, óòâåðæäåíèå ϕ ïðî ËÓÌû âåðíî, òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà âåðíî ïðîèíòåðïðåòèðîâàííîå óòâåðæäåíèå

∀B ⊆ A (. . .).
Â ìîíàäè÷åñêîì ÿçûêå ìîæíî âûðàçèòü âïîëíå óïîðÿäî÷åííîñòü,

ïîýòîìó íà ñàìîì äåëå ðàçðåøèìà äàæå òåîðèÿ âñåõ íå áîëåå,

÷åì ñ÷¼òíûõ âïîëíå óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ.
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Òîïîëîãèÿ êàíòîðîâà ìíîæåñòâà è òåîðåìà î äåðåâå
Â S2S ëåãêî îïðåäåëèòü ìíîæåñòâî, ÿâëÿþùååñÿ áåñêîíå÷íûì

ïóò¼ì îò êîðíÿ âíèç.

Ìîæíî ðàññìîòðåòü {0, 1}ω ñ òèõîíîâñêîé òîïîëîãèåé.

Ýòî êàíòîðîâî ìíîæåñòâî.

Ïîäìíîæåñòâàì {0, 1}ω ñîîòâåòñòâóþò êàêèå-òî ïîäìíîæåñòâà

äåðåâà � îáúåäèíåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ïóòåé.

Ìîãëè ïîÿâèòüñÿ êàêèå-òî �ôàíòîìíûå ïóòè�, ïîòîìó ÷òî åñòü

áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïóòåé, ó êîòîðûõ îáùèé ïðåôèêñ

ñ ôàíòîìíûì ïóò¼ì âñ¼ áîëüøå è áîëüøå.

Ôàíòîìíûé ïóòü � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

íàñòîÿùèõ ïóòåé.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî äëÿ ïîëíîãî ñîîòâåòñòâèÿ íóæíà

çàìêíóòîñòü ïîäìíîæåñòâà {0, 1}ω â òèõîíîâñêîé òîïîëîãèè

(èíà÷å ïîëó÷èòñÿ íå ñàìî ìíîæåñòâî, à åãî çàìûêàíèå).

Ñëåäîâàòåëüíî, ìîíàäè÷åñêàÿ òåîðèÿ {0, 1}ω ñ îãðàíè÷åíèåì, ÷òî

êâàíòîðû áåðóòñÿ ïî çàìêíóòûì ìíîæåñòâàì, ðàçðåøèìà.
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Âîïðîñû?
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