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Íàïîìèíàíèå: ÿçûê FOCL

Ïîä ñèãíàòóðîé â ëîãèêå ïåðâîãî ïîðÿäêà ïîíèìàþò ìíîæåñòâî,
ñîñòîÿùåå èç:

Êîíñòàíòíûõ ñèìâîëîâ;

Ôóíêöèîíàëüíûõ ñèìâîëîâ (ñ àðíîñòüþ), â êîòîðûå ìîæíî
ïîäñòàâëÿòü òåðìû è ïîëó÷àòü òåðìû;

Ïðåäèêàòíûõ ñèìâîëîâ (ñ àðíîñòüþ), â êîòîðûå ìîæíî
ïîäñòàâëÿòü òåðìû è ïîëó÷àòü àòîìàðíûå ôîðìóëû.

Ó íàñ âñå òðè ìíîæåñòâà áóäóò íå áîëåå, ÷åì ñ÷¼òíûìè; ýòî
äåëàåòñÿ äëÿ ïðîñòîòû è íå âëèÿåò íà èñòèííîñòü
ðàññìàòðèâàåìûõ óòâåðæäåíèé.
Òåðìû � ýòî êîíñòàíòû, ïåðåìåííûå èëè ôóíêöèè îò òåðìîâ.
Ôîðìóëû � ýòî ïðåäèêàòû îò òåðìîâ èëè êîìáèíàöèè ôîðìóë
ïðè ïîìîùè ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê è êâàíòîðîâ.
Êâàíòîðû íåëüçÿ íàâåøèâàòü íà ïåðåìåííûå, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ
â îáëàñòè äåéñòâèÿ äðóãèõ êâàíòîðîâ.

Äìèòðèé ßðöåâ Èíòåðïîëÿöèîííàÿ òåîðåìà FOCL 1 äåêàáðÿ 2020 2 / 32



Òåîðèè è ìîäåëè

Ïðåäëîæåíèå � ýòî ôîðìóëà áåç ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ, ò.å.
âñå å¼ ïåðåìåííûå íàõîäÿòñÿ â îáëàñòè äåéñòâèÿ êâàíòîðîâ.
Òåîðèÿ â ñèãíàòóðå σ � ýòî ëþáîå ìíîæåñòâî σ-ïðåäëîæåíèé.
Åñëè â ñèãíàòóðå åñòü ñèìâîë =, òðåáóåòñÿ, ÷òîáû îí áûë
äâóìåñòíûì ïðåäèêàòîì, à òåîðèÿ äîëæíà âêëþ÷àòü â ñåáÿ
àêñèîìû îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè íà =.
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Ìîäåëü A òåîðèè Γ � ýòî:

Ìíîæåñòâî-íîñèòåëü A;

Èíòåðïðåòàöèè êîíñòàíò cAi ∈ A;

Èíòåðïðåòàöèè ôóíêöèé f Ai : AArity(fi ) → A;

Èíòåðïðåòàöèè ïðåäèêàòîâ RA
i ⊂ AArity(Ri );

Ðàâåíñòâî îáÿçàíî èíòåðïðåòèðîâàòüñÿ êàê íàñòîÿùåå
ðàâåíñòâî íà ìíîæåñòâå .

Èíòåðïðåòàöèÿ ñòàíäàðòíî ïðîäîëæàåòñÿ íà âñå òåðìû è
ôîðìóëû.
Ðàçóìååòñÿ, ÷òîáû A áûëà ìîäåëüþ Γ, íåîáõîäèìî, ÷òîáû
èíòåðïåðòàöèè âñåõ ïðåäëîæåíèé Γ áûëè â íåé èñòèííû.
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Ñåìàíòè÷åñêîå ñëåäîâàíèå è ñâîéñòâà FOCL

Ãîâîðÿò, ÷òî ôîðìóëà ϕ ñåìàíòè÷åñêè âëå÷¼ò ψ (ϕ � ψ), åñëè
â êàæäîé ìîäåëè, â êîòîðîé âåðíà èíòåðïðåòàöèÿ ϕ, âåðíà è
èíòåðïðåòàöèÿ ψ.
Òåîðèÿ âëå÷¼ò ôîðìóëó, åñëè ýòà ôîðìóëà âåðíà â êàæäîé
ìîäåëè ýòîé òåîðèè.
Òåîðèÿ Γ íàçûâàåòñÿ íåïðîòèâîðå÷èâîé, åñëè â Γ èç äâóõ
ôîðìóë âèäà ϕ è ¬ϕ ñëåäóåò íå áîëåå îäíîé. Íåïðîòèâîðå÷èâàÿ
òåîðèÿ ïîëíà, åñëè èç ýòèõ äâóõ ôîðìóë â íåé ëåæèò ðîâíî îäíà.
Ñâîéñòâî 1 : òåîðèÿ íåïðîòèâîðå÷èâà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ó íå¼ åñòü ìîäåëü.
Ñâîéñòâî 2 � êîìïàêòíîñòü: Γ � ϕ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
äëÿ íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî ∆ ⊂ Γ ∆ � ϕ.
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Ïåðâàÿ ïîëåçíàÿ ëåììà

Ëåììà

Ïóñòü Γ � íåêîòîðàÿ σ-òåîðèÿ, ñîäåðæàùàÿ ôîðìóëó âèäà ∃x
ψ(x), ϕ � íåêîòîðàÿ σ-ôîðìóëà, c � êîíñòàíòà â ñèãíàòóðå σ, íå
âõîäÿùàÿ íè â Γ, íè â ϕ. Òîãäà Γ � ϕ⇔ Γ ∪ {ψ(c)} � ϕ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñòðåëêà ⇒ î÷åâèäíà, ïðîâåðèì ñòðåëêó ⇐.
Ìîäåëè Γ ∪ {ψ(c)} � ýòî â òî÷íîñòè òå ìîäåëè Γ, â êîòîðûõ c
èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ñâèäåòåëü ∃x ψ(x). Èçìåíåíèå ýòîé
èíòåðïðåòàöèè, îäíàêî, íèêàê íå âëèÿåò íà èñòèííîñòü Γ è ϕ, à
ñâèäåòåëü íàéä¼òñÿ â êàæäîé ìîäåëè. Çíà÷èò, ìû ìîæåì áðàòü
ìîäåëè Γ ∪ {ψ(c)}, ìåíÿòü â íèõ èíòåðïðåòàöèþ c è ïîëó÷àòü
âñå ìîäåëè Γ. Ôîðìóëà ϕ ïðè ýòîì âñåãäà îñòà¼òñÿ èñòèííîé.
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Âòîðàÿ ïîëåçíàÿ ëåììà

Ëåììà

Ïóñòü íè îäíà ôîðìóëà òåîðèè Γ íå ñîäåðæèò â ñåáå êîíñòàíòó c ,
ïðè ýòîì Γ � ϕ(c , x). Òîãäà Γ � ∀y ϕ(y , x), ãäå ïåðåìåííàÿ y íå
âõîäèò â ôîðìóëó ϕ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëþáàÿ ìîäåëü Γ îñòà¼òñÿ ìîäåëüþ ïðè
èçìåíåíèè èíòåðïðåòàöèè c , ïîýòîìó ôîðìóëà ϕ âåðíà âíå
çàâèñèìîñòè îò èíòåðïðåòàöèè c . Ýòî è îçíà÷àåò èñòèííîñòü
ôîðìóëû ñ êâàíòîðîì âñåîáùíîñòè.
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Èíòåðïîëÿöèîííàÿ òåîðåìà Êðåéãà

Òåîðåìà

Ïóñòü ϕ è ψ � òàêèå ïðåäëîæåíèÿ, ÷òî ϕ � ψ. Òîãäà íàéä¼òñÿ
òàêîå ïðåäëîæåíèå θ, íàçûâàåìîå èíòåðïîëÿíòîì Êðåéãà äëÿ
ïðåäëîæåíèé ϕ è ψ, ÷òî:

1 ϕ � θ è θ � ψ.
2 Âñÿêèé ïðåäèêàòíûé, ôóíêöèîíàëüíûé èëè êîíñòàíòíûé

ñèìâîë, âõîäÿùèé â θ, êðîìå, ìîæåò áûòü, ðàâåíñòâà, âõîäèò
òàêæå è â ϕ, è â ψ.

Çàìå÷àíèå: èñêëþ÷åíèå äëÿ ðàâåíñòâà ñóùåñòâåííî: áåç íåãî
òåîðåìà íåâåðíà, íàïðèìåð, äëÿ ϕ = ∃x(P(x) ∧ ¬P(x)), ψ = ∃x
Q(x).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ïðåäëîæåíèé ϕ è ψ íå
ñóùåñòâóåò èíòåðïîëÿíòà Êðåéãà, è âûâåäåì èç ýòîãî
ñóùåñòâîâàíèå ìîäåëè äëÿ ôîðìóëû ϕ ∧ ¬ψ.
Îïðåäåëèì ñèãíàòóðû σ1, ñîñòîÿùóþ èç âñåõ ñèìâîëîâ,
âõîäÿùèõ â ïðåäëîæåíèå ϕ, σ2 èç âñåõ ñèìâîëîâ ψ, è
σ0 = σ1 ∩ σ2. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî σ ñîñòîèò â òî÷íîñòè èç
ñèìâîëîâ, âõîäÿùèõ â ϕ èëè ψ.
Äîáàâèì ê ñèãíàòóðå σ ñ÷¼òíîå ìíîæåñòâî êîíñòàíò C è
îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâóþùåå îáîãàùåíèå êàê σ′, àíàëîãè÷íî
îïðåäåëèì ìíîæåñòâà σ′

0
, σ′

1
, σ′

2
.
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Íåîòäåëèìûå òåîðèè

Íàçîâ¼ì σ′
1
-òåîðèþ Γ è σ′

2
-òåîðèþ ∆ íåîòäåëèìûìè, åñëè íå

ñóùåñòâóåò òàêîãî σ′
0
-ïðåäëîæåíèÿ θ, ÷òî Γ � θ è ∆ � ¬θ.

Íåîòäåëèìûå ïàðû òåîðèé � ýòî â íåêîòîðîì ñìûñëå îáîáùåíèå
íåïðîòèâîðå÷èâûõ.
Çàìå÷àíèå. Åñëè îáå ñèãíàòóðû σ′

1
è σ′

2
ñîäåðæàò ðàâåíñòâî, à

äâå íåïóñòûå òåîðèè â ýòèõ ñèãíàòóðàõ íåîòäåëèìû, òî îíè îáå
íåïðîòèâîðå÷èâû.
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Íàøà öåëü � ïîñòðîèòü äâà íåîòäåëèìûõ ðàñøèðåíèÿ, îäíî â
ñèãíàòóðå σ′

1
äëÿ {ϕ} è îäíî â ñèãíàòóðå σ′

2
äëÿ {¬ψ},

îáúåäèíåíèå êîòîðûõ íåïðîòèâîðå÷èâî. Äåëàòü ýòî ìû áóäåì
ðåêóðñèâíî (çäåñü äëÿ ïðîñòîòû íóæíà ñ÷¼òíîñòü ñèãíàòóðû):
Íà÷í¼ì ñ òåîðèé Γ0 = {ϕ} è ∆0 = {¬ψ}. Ïåðå÷èñëèì âñå
σ′
1
-ïðåäëîæåíèÿ ϕ0, ϕ1, ... è âñå σ2-ïðåäëîæåíèÿ ψ0, ψ1, ....
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Íà øàãå m + 1 ïðîèñõîäèò ñëåäóþùåå:

1 Åñëè äîáàâëåíèå ê Γm ïðåäëîæåíèÿ ϕm íå íàðóøàåò
îòäåëèìîñòü ñ ∆m, ïîëîæèì Γm+1 = Γm ∪ {ϕm}, èíà÷å
îñòàâèì Γm+1 = Γm.

2 Àíàëîãè÷íî, eñëè äîáàâëåíèå ê ∆m ïðåäëîæåíèÿ ψm íå
íàðóøàåò îòäåëèìîñòü ñ íîâîé Γm+1, ïîëîæèì
∆m+1 = ∆m ∪ {ψm}, èíà÷å îñòàâèì ∆m+1 = ∆m.

3 Åñëè íà ýòàïå 1 ìû äîáàâèëè â Γm+1 ôîðìóëó âèäà ∃xλ(x),
òî âûáåðåì åù¼ íå çàäåéñòâîâàííóþ â Γm+1 è ∆m êîíñòàíòó
c ∈ C è äîáàâèì òóäà åù¼ è ôîðìóëó λ(c).

4 Àíàëîãè÷íî, åñëè íà ýòàïå 2 â ∆m+1 äîáàâèëàñü ôîðìóëà
âèäà ∃xδ(x), òî âîçüì¼ì åù¼ íå ó÷àñòâîâàâøóþ íèãäå
êîíñòàíòó d ∈ C è äîáàâèì òóäà æå ôîðìóëó δ(d).
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Íà êàæäîì øàãå ïðîìåæóòî÷íûå òåîðèè êîíå÷íû, ïîýòîìó
êîíñòàíòû íèêîãäà íå çàêîí÷àòñÿ. Èçíà÷àëüíî íåîòäåëèìîñòü
òåîðèé îçíà÷àåò â òî÷íîñòè îòñóòñòâèå èíòåðïîëÿíòà Êðåéãà (âñå
íîâûå êîíñòàíòû ìîæíî çàìåíèòü íà êâàíòîðû ïî âòîðîé
ïîëåçíîé ëåììå). Ïðîâåðèì, ÷òî òåîðèè îñòàþòñÿ íåîòäåëèìû.
Äëÿ ýòàïîâ 1 è 2 ýòî òàê ïî ïîñòðîåíèþ. Óáåäèìñÿ, ÷òî äëÿ
ýòàïà 3 � òîæå (äëÿ ýòàïà 4 � àíàëîãè÷íî).
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Ïóñòü ïîñëå ïðèñîåäèíåíèÿ ê Γm+1 ïðåäëîæåíèÿ λ(c) íàøëîñü
òàêîå σ′

0
-ïðåäëîæåíèå θ = θ(c , x), ÷òî Γm+1 ∪ {λ(c)} � θ è

∆m+1 � ¬θ.
Ñ îäíîé ñòîðîíû, Γm+1 ∪ {λ(c)} � ∃y θ(y , x) äëÿ íîâîé
ïåðåìåííîé y . Ïî ïåðâîé ïîëåçíîé ëåììå λ(c) ìîæíî âûêèíóòü
è îñòàâèòü Γm+1 � ∃y θ(y , x).
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî âòîðîé ïîëåçíîé ëåììå íå òîëüêî
∆m+1 � ¬θ(c , x), íî è ∆m+1 � ∀y¬θ(y , x).
Äâå ôîðìóëû â ïðàâûõ ÷àñòÿõ ÿâëÿþòñÿ îòðèöàíèÿìè äðóã
äðóãà, ïîýòîìó òåîðèè Γm+1 è ∆m+1 äîëæíû áûëè áûòü
îòäåëèìû åù¼ äî ýòàïà 3.
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Âîçüì¼ì òåïåðü

Γω =
⋃
m∈N

Γm,∆ω =
⋃
m∈N

∆m.

Â ñèëó êîìïàêòíîñòè äâå òåîðèè îñòàëèñü íåîòäåëèìû. Òîãäà
îíè îáå íåïðîòèâîðå÷èâû. Ïðîâåðèì, ÷òî íåïðîòèâîðå÷èâî è èõ
îáúåäèíåíèå.
Ñíà÷àëà çàìåòèì, ÷òî Γω ïîëíà â σ′

1
, à ∆ω ïîëíà â σ′

2
.

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü íàøëîñü òàêîå ïðåäëîæåíèå ϕm â σ′
1
, ÷òî

ϕm /∈ Γω,¬ϕm /∈ Γω.
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Ïîñêîëüêó ìû íå äîáàâèëè ϕm íà ýòàïå 2, äëÿ êàêîãî-òî
σ′
0
-ïðåäëîæåíèÿ θ âåðíî

Γm � ϕm → θ,∆m � ¬θ,

Γω � ϕm → θ,∆ω � ¬θ.

Àíàëîãè÷íî äëÿ íåêîòîðîãî σ′
0
-ïðåäëîæåíèÿ θ′ âåðíî

Γω � ¬ϕm → θ′,∆ω � ¬θ′.

Âìåñòå ýòè äâà óòâåðæäåíèÿ âëåêóò

Γω � θ ∨ θ′,∆ω � ¬(θ ∨ θ′),

÷òî ïðîòèâîðå÷èò îòäåëèìîñòè.
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Äëÿ òåîðèè ∆ω ïîëíîòà äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.
×òîáû èçáåæàòü îòäåëèìîñòè, òåîðèè Γω è ∆ω äîëæíû
ñîäåðæàòü îäíè è òå æå σ′

0
-ïðåäëîæåíèÿ, ïîýòîìó Γω ∩∆ω áóäåò

ïîëíîé òåîðèåé â ñèãíàòóðå σ′
0
.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ êàæäîãî ôóíêöèîíàëüíîãî èëè êîíñòàíòíîãî
ñèìâîëà f ∈ σ′

1
è âåêòîðà c ∈ CArity(f ) ê òåîðèè Γω â êàêîé-òî

ìîìåíò ïðèñîåäèíèëàñü ôîðìóëà ∃x f (c) = x (åñëè íåò, òî èç
ïîëíîòû ïðèñîåäèíèëîñü îòðèöàíèå ýòîé ôîðìóëû, à òîãäà
èòîãîâàÿ òåîðèÿ íå ìîæåò èìåòü ìîäåëåé). Âìåñòå ñ íåé òóäà
ïîïàëà è ôîðìóëà f (c) = d äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû d ∈ C . Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî â òåîðèè Γω ìíîæåñòâî êîíñòàíò îáÿçàòåëüíî
çàìêíóòî ïîä äåéñòâèåì ôóíêöèîíàëüíûõ ñèìâîëîâ, à âñå ñòàðûå
êîíñòàíòû ðàâíû êàêèì-òî íîâûì. Äëÿ ∆ω ðàññóæäåíèÿ
àíàëîãè÷íû.
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Âîçüì¼ì òåïåðü ëþáóþ ìîäåëü A òåîðèè Γω. Èç çàìêíóòîñòè îò
å¼ íîñèòåëÿ ìîæíî îñòàâèòü òîëüêî îáðàçû êîíñòàíò èç C è
ñíîâà ïîëó÷èòü ìîäåëü â ñèãíàòóðå σ′

1
. Çàìåòèì, ÷òî ýòà

ïîäìîäåëü A′ âñ¼ åù¼ ñëóæèò ìîäåëüþ Γω. Ýòî ìîæíî ïîíÿòü
èíäóêöèåé ïî ñëîæíîñòè ïðåäëîæåíèÿ.

Ïðåäëîæåíèÿ, çàâèñÿùèå òîëüêî îò êîíñòàíò, ñîõðàíèëè
èñòèííîñòü.

Ïðåäëîæåíèÿ, ïîëó÷åííûå ïðè ïîìîùè ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê,
ïîëó÷èëèñü èç áîëåå ïðîñòûõ ïðåäëîæåíèé, èñòèííîñòü
êîòîðûõ íå ïîìåíÿëàñü.

Ëîæíûå ïðåäëîæåíèÿ âèäà ∃x Φ(x , y) íå ìîãëè ñòàòü
èñòèííûìè, à ó èñòèííûõ ïî ïîñòðîåíèþ åñòü ñâèäåòåëü c
äëÿ x èç ìíîæåñòâà C . Ïðåäëîæåíèå Φ(c , y) îñòàëîñü
èñòèííî, ïîýòîìó èñòèííûì áóäåò è áîëåå ñëîæíîå.

Íàêîíåö, ïðåäëîæåíèÿ âèäà ∀x Φ ìîæíî ïåðåïèñàòü êàê ¬∃x
¬Φ è ïðèìåíèòü ïðåäûäóùèå äîâîäû.
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Ïðîâåä¼ì òó æå ïðîöåäóðó ñ êàêîé-íèáóäü ìîäåëüþ B òåîðèè ∆ω

è îñòàâèì îò íå¼ ïîäìîäåëü B′. Ó A′ è B′ èçîìîðôíû
L′
0
-îáåäíåíèÿ, ïîòîìó ÷òî ýòó èçîìîðôíîñòü ìîæíî îïèñàòü

ñðåäñòâàìè σ′
0
. Òîãäà íîñèòåëè A′ è B′ ìîæíî îòîæäåñòâèòü

(òàê, ÷òîáû îáðàçû îäíîé è òîé æå êîíñòàíòû áûëè
ñîïîñòàâëåíû äðóã äðóãó). Òî, ÷òî ïîëó÷èëîñü, áóäåò ìîäåëüþ
òåîðèè Γω ∪∆ω. À ýòî íåâîçìîæíî, ïîòîìó ÷òî â ýòîé ìîäåëè
èñòèííî ϕ ∧ ¬ψ, è ϕ íå ìîãëî âëå÷ü ψ.
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Îïðåäåëåíèå îòíîøåíèé

Ïîãîâîðèì òåïåðü î ïðèìåíåíèÿõ òåîðåìû Êðåéãà. Ïåðâîå èç íèõ
êàñàåòñÿ ñïîñîáîâ îïðåäåëåíèÿ îòíîøåíèé. Ïóñòü P è P ′ � äâà
n-ìåñòíûõ ïðåäèêàòíûõ ñèìâîëà, íå âõîäÿùèå â ñèãíàòóðó σ, à
Γ(P) � êàêîå-òî ìíîæåñòâî ïðåäëîæåíèé ñèãíàòóðû σ ∪ {P}, à
Γ(P ′) � åãî àíàëîã, ïîëó÷àþùèéñÿ çàìåíîé âñåõ âõîæäåíèé P íà
P ′. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî Γ(P) îïðåäåëÿåò P íåÿâíî, åñëè

Γ(P) ∪ Γ(P ′) � ∀x1, ..., xn(P(x1, ..., xn)↔ P ′(x1, ..., xn)),

ãäå ñëåäñòâèå áåð¼òñÿ â ñèãíàòóðå σ ∪ {P ,P ′}. Ìíîæåñòâî Γ(P)
ÿâíî îïðåäåëÿåò P , åñëè äëÿ íåêîòîðîé ôîðìóëû ϕ(x1, ..., xn)
ñèãíàòóðû σ âåðíî

Γ(P) � ∀x1, ..., xn(P(x1, ..., xn)↔ ϕ(x1, ..., xn)).
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Òåîðåìà Áåòà

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî åñëè Γ(P) ÿâíî îïðåäåëÿåò P , òî îíî
îïðåäåëÿåò åãî è íåÿâíî. Îêàçûâàåòñÿ, âåðíî è îáðàòíîå.

Òåîðåìà

Ìíîæåñòâî Γ(P) ÿâíî îïðåäåëÿåò P òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
îíî îïðåäåëÿåò åãî íåÿâíî.

Äìèòðèé ßðöåâ Èíòåðïîëÿöèîííàÿ òåîðåìà FOCL 1 äåêàáðÿ 2020 21 / 32



Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Γ(P) íåÿâíî îïðåäåëÿåò P . Äîáàâèì ê σ n
íîâûõ êîíñòàíò c1, ..., cn. Èç êîìïàêòíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
Γ(P) êîíå÷íî. Òîãäà åãî ìîæíî çàìåíèòü íà îäíó êîíúþíêöèþ
âñåõ ïðåäëîæåíèé � ψ(P). Èòàê, èìååì

ψ(P) ∧ ψ(P ′) � P(c1, ..., cn)→ P ′(c1, ..., cn),

ψ(P) ∧ P(c1, ..., cn) � ψ(P ′)→ P ′(c1, ..., cn).

Ïî òåîðåìå Êðåéãà íàéä¼òñÿ ïðîìåæóòî÷íîå ïðåäëîæåíèå
θ(c1, ..., cn), íå ñîäåðæàùåå íè P , íè P ′, ÷òî

ψ(P) ∧ P(c1, ..., cn) � θ(c1, ..., cn);

ψ(P) � P(c1, ..., cn)→ θ(c1, ..., cn);

θ(c1, ..., cn) � ψ(P ′)→ P ′(c1, ..., cn);

θ(c1, ..., cn) � ψ(P)→ P(c1, ..., cn).
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Ïîëó÷èëîñü, ÷òî

ψ(P) � P(c1, ..., cn)↔ θ(c1, ..., cn).

Çàìåíèâ çäåñü êîíñòàíòû íà êâàíòîðû ïî âòîðîé ëåììå, ìû
âèäèì, ÷òî ìíîæåñòâî {ψ(P)} ÿâíî îïðåäåëÿåò îòíîøåíèå P ïðè
ïîìîùè ôîðìóëû θ. Ïîñêîëüêó ïðè ðàñøèðåíèè ìíîæåñòâà
ïðåäëîæåíèé îíî íå ïåðåñòà¼ò îïðåäåëÿòü P (êàê ÿâíî, òàê è
íåÿâíî), ýòî æå áûëî âåðíî è äëÿ èñõîäíîãî ìíîæåñòâà Γ(P).
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Òåîðåìà Ðîáèíñîíà î íåïðîòèâîðå÷èâîñòè

Âòîðîå ïðèìåíåíèå òåîðåìû Êðåéãà êàñàåòñÿ ðàñøèðåíèé ïîëíûõ
òåîðèé. Ïîëó÷èâøàÿñÿ òåîðåìà Ðîáèíñîíà � ýòî îáîáùåíèå
òîãî, ÷òî ìû äåëàëè íà ïîñëåäíåì øàãå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû
Êðåéãà.

Òåîðåìà

Ïóñòü σ1 è σ2 � äâå ñèãíàòóðû, σ0 = σ1 ∩ σ2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
Γ � ïîëíàÿ òåîðèÿ â ñèãíàòóðå σ0, Γ1 è Γ2 � å¼
íåïðîòèâîðå÷èâûå ðàñøèðåíèÿ â σ1 è σ2 ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà
òåîðèÿ Γ1 ∪ Γ2 íåïðîòèâîðå÷èâà â ñèãíàòóðå σ1 ∪ σ2.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè Γ1 ∪ Γ2 ïðîòèâîðå÷èâà, òî îò íèõ ìîæíî
îñòàâèòü êîíå÷íûå ïîäìíîæåñòâà ∆1 è ∆2 òàê, ÷òîáû ∆1 ∪∆2

îñòàëîñü íåïðîòèâîðå÷èâî. Ïóñòü σ1 � êîíúþíêöèÿ âñåõ
ïðåäëîæåíèé èç ∆1, à σ2 � êîíúþíêöèÿ âñåõ ïðåäëîæåíèé èç ∆2.
Èç ïðîòèâîðå÷èâîñòè σ1 � ¬σ2. Ïî òåîðåìå Êðåéãà íàéä¼òñÿ
ïðîìåæóòî÷íîå ïðåäëîæåíèå θ â ñèãíàòóðå σ1 ∩ σ2 = σ0, ÷òî
σ1 � θ, θ � ¬σ2. Òîãäà, ñ îäíîé ñòîðîíû, Γ1 � θ, à ñ äðóãîé,
σ2 � ¬θ è Γ2 � ¬θ. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî Γ1 è Γ2 ÿâëÿþòñÿ
ðàñøèðåíèåì îäíîé è òîé æå ïîëíîé σ0-òåîðèè.
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×òî åù¼ ìîæíî ñäåëàòü ñ òåîðåìîé Êðåéãà?

Ìíîãî äðóãèõ ïðèëîæåíèé èíòåðïîëÿöèîííîé òåîðåìû åñòü â
https://math.stanford.edu/∼feferman/papers/craigtransps.pdf. Ìû
âçãëÿíåì íà ñàìûå ïðîñòûå èç íèõ (è åù¼ îäíî).
Ìû ðàññìîòðåëè èíòåðïîëÿöèîííóþ òåîðåìó äëÿ ñèìâîëîâ
ñèãíàòóðû. Ìîæíî èñêàòü èíòåðïîëÿíòû ïî îòíîøåíèþ ê äðóãèì
ñâîéñòâàì, íàïðèìåð: ñâîáîäíûì ïåðåìåííûì, ïîçèòèâíî è
íåãàòèâíî âõîäÿùèì ïðåäèêàòàì, ïåðåìåííûì, ïî êîòîðûì
âåäóòñÿ êâàíòîðû, ... Îäèí èç èíòåðåñíûõ ðåçóëüòàòîâ â ýòîé
îáëàñòè � òåîðåìà Ýðáðàíäà:

Òåîðåìà

Åñëè ϕ � óíèâåðñàëüíàÿ ôîðìóëà (ò.å. âñå êâàíòîðû ïîñëå
âûíåñåíèÿ íàðóæó ñòàíîâÿòñÿ êâàíòîðàìè ∀), à ψ �
ýêçèñòåíöèàëüíàÿ ôîðìóëà (òî æå äëÿ ∃), ïðè÷¼ì ϕ � ψ, òî
ó ϕ è ψ åñòü áåñêâàíòîðíûé èíòåðïîëÿíò.

Äìèòðèé ßðöåâ Èíòåðïîëÿöèîííàÿ òåîðåìà FOCL 1 äåêàáðÿ 2020 26 / 32



Ïðèìåíåíèå äëÿ êëàññîâ ìîäåëåé

Ïðîåêòèâíûé êëàññ ìîäåëåé � ýòî êëàññ K âñåõ ìîäåëåé, â
êîòîðûõ âåðíà ôîðìóëà ∃xϕ(x , y), ãäå ϕ íå çàâèñèò îò ìîäåëè.
Ýëåìåíòàðíûé êëàññ � ýòî êëàññ ìîäåëåé, â êîòîðûõ âåðíî
êîíêðåòíîå ïðåäëîæåíèå θ(y). Â íîâûõ òåðìèíàõ òåîðåìó Êðåéãà
ìîæíî ïåðåïèñàòü òàê:

Òåîðåìà

Ëþáûå äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïðîåêòèâíûõ êëàññà ìîæíî
ðàçäåëèòü ýëåìåíòàðíûì.
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Ýòî ïîõîæå íà òåîðåìó Êðåéãà, ïîòîìó ÷òî îòñóòñòâèå
ïåðåñå÷åíèÿ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ϕ(x , y)→ ¬ψ(z , y). Ó ýòîé
òåîðåìû åñòü

Ñëåäñòâèå

∆-èíòåðïîëÿöèîííàÿ òåîðåìà: êëàññ ìîäåëåé ýëåìåíòàðåí òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí è åãî äîïîëíåíèå ïðîåêòèâíû.
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Ïðèìåíåíèå â model checking

Ïîñëåäíåå â ýòîì äîêëàäå ïðèìåíåíèå èíòåðïîëÿöèè ñâÿçàíî ñ
âåðèôèêàöèåé ìîäåëåé. Ðàññìîòðèì ìîäåëüM, ñîñòîÿùóþ èç
ìíîæåñòâà ñîñòîÿíèé S , íåêîòîðûå èç êîòîðûõ íà÷àëüíûå è
îáðàçóþò ìíîæåñòâî I , è îòíîøåíèÿ ïåðåõîäà T . Ïóñòü ϕI è ϕT

� ôîðìóëû, îïðåäåëÿþùèå I è T ñîîòâåòñòâåííî.
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Ìû õîòèì ïðîâåðèòü, ìîæíî ëè èç íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ
äîñòè÷ü òàêîãî, â êîòîðîì âåðíà ôîðìóëà ψ. Åñëè ýòî äåëàòü
ïî-÷åñòíîìó, ïðèä¼òñÿ âû÷èñëÿòü îáðàç I ïîä äåéñòâèåì
ñòåïåíåé T , à ýòî ñëîæíî.
Èäåÿ: ðàññìîòðèì âìåñòî îïåðàòîðà îáðàçà åãî àïïðîêñèìàöèþ
ñâåðõó. Åñëè äàæå ïîä äåéñòâèåì åãî èç I íèêîãäà íå ïîïàñòü
òóäà, ãäå âåðíà ψ, òî ýòî íåâîçìîæíî è ïîä äåéñòâèåì îáðàçà.
Òàêîé àïïðîêñèìàöèåé ìîæåò âûñòóïàòü èíòåðïîëÿíò Êðåéãà
(êîòîðûé, êàê ëåãêî ïîêàçàòü, â ïðîïîçèöèîíàëüíîé ëîãèêå
âû÷èñëÿåòñÿ ÿâíî çà ýêñïîíåíöèàëüíîå âðåìÿ)
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Äîñòèæèìîñòü ψ çà k øàãîâ ìîæíî çàïèñàòü êàê-òî íàïîäîáèå

ϕI (s0) ∧ ϕT (s0, s1) ∧ ... ∧ ϕT (sk−1, sk) ∧ (ψ(s0) ∨ ... ∨ ψ(sk)).

Åñëè âûäåëèòü îòñþäà A = ϕI (s0) ∧ ϕT (s0, s1) è B = ¬ [âñ¼
îñòàëüíîå], òî ìîæíî èñêëþ÷èòåëüíî ïðè ïîìîùè ϕI , ϕT , σ0 è σ1
îïèñàòü èíòåðïîëÿíò Êðåéãà A′(s0, s1). Åñëè çàìåíèòü îòíîøåíèå
ïåðåõîäà íà ýòîò èíòåðïîëÿíò, ìîæíî ïðîùå ïåðåñ÷èòàòü
ìíîæåñòâî äîñòèæèìûõ ñîñòîÿíèé, à ëîæíîå ñðàáàòûâàíèå
ñëó÷èòñÿ íå ðàíüøå, ÷åì ÷åðåç k øàãîâ.
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Ñïàñèáî!

Âîïðîñû?
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