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Àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû

Ñèãíàòóðà σ, ñîñòîÿùàÿ èç òîëüêî èç ôóíêöèîíàëüíûõ ñèìâîëîâ,
âêëþ÷àÿ êîíñòàíòû.

Îáû÷íàÿ ïðîïîçèöèîíàëüíàÿ ëîãèêà â òàêóþ ìîäåëü õîðîøî
âïèñûâàåòñÿ: åñòü ñèãíàòóðà 〈∨2,∧2,→2 ¬1〉.
Áîëåå òîãî, ìû åù¼ ýòè ñâÿçêè ïî-ðàçíîìó èíòåðïðåòèðóåì â,
ñêàæåì, êëàññè÷åñêîé è èíòóèöèîíèñòêîé ëîãèêàõ.

Íî âñ¼-òàêè, ýòî áîëüøå ïðèäóìûâàëè äëÿ òîãî, ÷òîáû êàê-òî
îáùî îïèñàòü ðàçíûå àëãåáðàè÷åñêèå êîíñòðóêöèè.

Íàïðèìåð, â òàêèõ òåðìèíàõ ãðóïïû çàäàþòñÿ ñèãíàòóðîé 〈·,−1 , e〉
ñ îáû÷íîé ìåñòíîñòüþ ó êàæäîãî ñèìâîëà è êàêèìè-òî àêñèîìàìè.

Íî îáî âñ¼ì ïî ïîðÿäêó.
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Àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû: ïðîäîëæåíèå
Àëãåáðà A ñèãíàòóðû σ � ìíîæåñòâî A (íîñèòåëü) âìåñòå ñ
èíòåðïðåòàöèåé êàæäîãî ñèìâîëà ñèãíàòóðû êàê ôóíêöèè
Aìåñòíîñòü → A. Êàê îáû÷íî, èíòåðïðåòàöèþ f ∈ σ â A áóäåì
îáîçíà÷àòü êàê f A.

Òîãäà ïðî âñå ïåðâîïîðÿäêîâûå ïðåäëîæåíèÿ â ñèãíàòóðå σ ìîæíî
ãîâîðèòü, èñòèíííû îíè èëè íåò â àëãåáðå A (çäåñü ðàçðåøàåòñÿ
èñïîëüçîâàòü ëîãè÷åñêèå ñâÿçêè, êâàíòîðû è çíàê ðàâåíñòâà).

Ëîãè÷åñêèå ñâÿçêè è êâàíòîðû âîñïðèíèìàþòñÿ â òåðìèíàõ
êëàññè÷åñêîé ëîãèêè, à çíàê ðàâåíñòâà èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê
íàñòîÿùåå ðàâåíñòâî ýëåìåíòîâ A.

Òàêæå ìîæíî ãîâîðèòü, ÷òî óòâåðæäåíèå èñòèííî â êëàññå K
àëãåáð íàä σ (îíî äîëæíî áûòü èñòèííî â êàæäîé àëãåáðå êëàññà).

Ïèøåì A |= ϕ, K |= ϕ.

Íèêàêèõ ïðàâèë âûâîäà çäåñü íå ðàññìàòðèâàåì (â àëãåáðàè÷åñêèõ
ñòðóêòóðàõ èõ íåò), ñìîòðèì òîëüêî íà ñåìàíòè÷åñêîå ñëåäîâàíèå.

Ïîêà íè÷åãî íåîáû÷íîãî.
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Àêñèîìàòèçàöèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì
Åñëè ó íàñ åñòü êëàññ K àëãåáð êàêîé-òî ñèãíàòóðû, òî õî÷åòñÿ åãî
àêñèîìàòèçèðîâàòü, ïðè ýòîì óòâåðæäåíèÿìè ïîïðîùå.

Ëó÷øå âñåãî ñàìûìè ïðîñòûìè, êîòîðûå òîëüêî åñòü �
òîæäåñòâàìè. Íàïðèìåð, êëàññ âñåõ ãðóïï ìîæíî îïèñàòü òàêèìè
àêñèîìàìè:

∀a∀b∀c : (a · b) · c = a · (b · c)

∀a : e · a = a

∀a : a · e = a

∀a : a · a−1 = e

∀a : a−1 · a = e

Ñ èñïîëüçîâàíèåì ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê òî æå ñàìîå ìîæíî íàïèñàòü
ïðîùå, íî òàê âèäíî, ÷òî ìû èñïîëüçóåì òîëüêî ðàâåíñòâà âèäà
�êàêèå-òî äâà òåðìà â ñèãíàòóðå σ âñåãäà ïðèíèìàþò îäèíàêîâûå
çíà÷åíèÿ�, òî åñòü òîæäåñòâà.

Äëÿ êðàòêîñòè áóäåì ïèñàòü íå
K |= ∀a1 . . . ∀an : t1(a1, . . . , an) = t2(a1, . . . , an), à ïðîñòî
K |= t1 = t2
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Àêñèîìàòèçàöèÿ ñ ïîìîùüþ òîæäåñòâ

Ãðóïïû, êîëüöà, ïîëÿ è òîìó ïîäîáíûå âåùè ëåãêî
àêñèîìàòèçèðóþòñÿ ñ ïîìîùüþ òîæäåñòâ.

Íî áûâàåò è èíà÷å. Ñîâñåì ãëóïûé ïðèìåð � êëàññ âñåõ
êîíå÷íîìåðíûõ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ íàä F2 â ñèãíàòóðå 〈+, 0〉.
Êîíå÷íî æå, êëàññ âñåõ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ íàä F2

àêñèîìàòèçèðóåòñÿ òîæäåñòâàìè.

Íî ñ êîíå÷íîìåðíûìè òàê íå ïîëó÷èòñÿ. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè
òîæäåñòâî âåðíî â êàêèõ-òî ïðîñòðàíñòâàõ, òî îíî âåðíî è â èõ
ïðÿìîé ñóììå. Íó à ïðÿìàÿ ñóììà áåñêîíå÷íîãî êîëè÷åñòâà
êîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ âïîëíå ñåáå ìîæåò áûòü
áåñêîíå÷íîìåðíîé. Çíà÷èò, íå ïîëó÷èëîñü ó íàñ àêñèîìàòèçàöèè
èìåííî êîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ.

Ýòî ãëóïûé ïðèìåð, íî îí ïîêàçûâàåò, ÷òî åñëè ìû õîòèì
àêñèîìàòèçèðîâàòü êëàññ K òîæäåñòâàìè, òî K äîëæåí áûòü
çàìêíóò îòíîñèòåëüíî ñâîåãî àíàëîãà ïðÿìîé ñóììû âåêòîðíûõ
ïðîñòðàíñòâ.
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Îòíîñèòåëüíî ÷åãî ìû õîòèì áûòü çàìêíóòû?

Ïðÿìûõ ñóìì/ïðîèçâåäåíèé � ñì. âûøå

Âçÿòèÿ ïîäñòðóêòóð: åñëè ÷òî-òî âåðíî íà áîëüøåì ìíîæåñòâå, òî
îíî âåðíî è íà ìåíüøåì.

Âçÿòèÿ ãîìîìîðôíûõ îáðàçîâ. Ïî÷åìó? Ïîòîìó ÷òî âçÿòü
ãîìîìîðôíûé îáðàç � òî æå ñàìîå, ÷òî îòôàêòîðèçîâàòü ïî
ÿäðó ãîìîìîðôèçìà. Íî âñå òîæäåñòâà, êîòîðûå áûëè èñòèííû â
èñõîäíîé ñòðóêòóðå, îñòàíóòñÿ âåðíû è ïîñëå ôàêòîðèçàöèè
(ìîãóò äàæå äîáàâèòüñÿ íîâûå).

×òîáû ôîðìàëèçîâàòü ýòî óòâåðæäåíèÿ â òåðìèíàõ àëãåáð, íóæíî
ñïåðâà îïðåäåëèòü ïîíÿòèÿ ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ àëãåáð, ïîäàëãåáð è
ãîìîìîðôèçìà àëãåáð. Ïîíÿòèÿ íå âñåãäà ñõîäÿòñÿ (íàïðèìåð, ïðÿìîå
ïðîèçâåäåíèå àëãåáð, ñîîòâåòñòâóþùèõ âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâàì �
ýòî òî, ÷òî îáû÷íî íàçûâàþò ïðÿìîé ñóììîé âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ),
íî öåëü äàííîãî ñëàéäà ñêîðåå â òîì, ÷òîáû ïîÿñíèòü èíòóèöèþ çà
ïðîèñõîäÿùèì.
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Ïðÿìûå ïðîèçâåäåíèÿ àëãåáð, ïîäàëãåáðû

Âåçäå äàëüøå ÿ ïî óìîë÷àíèþ ñ÷èòàþ, ÷òî ñèãíàòóðó ìû íå ìåíÿåì.

Îïðåäåëåíèå

Ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå àëãåáð (ìîæíî ïåðåìíîæàòü ëþáûå íàáîðû

àëãåáð, âêëþ÷àÿ íàáîðû íåñ÷¼òíîé �äëèíû�) � íîñèòåëè äåêàðòîâî

ïåðåìíîæàåì, à ôóíêöèîíàëüíûå ñèìâîëû èíòåðïðåòèðóåì

ïîêîîðäèíàòíî.

Îïðåäåëåíèå

Ïîäàëãåáðà äàííîé àëãåáðû � áåð¼ì ïîäìíîæåñòâî íîñèòåëÿ,

çàìêíóòîå îòíîñèòåëüíî ïðèìåíåíèÿ ôóíêöèîíàëüíûõ ñèìâîëîâ

(ïîíÿòèå îñìûñëåííîå, òàê êàê ó àëãåáðû çàôèêñèðîâàíà

èíòåðïðåòàöèÿ ôóíêöèîíàëüíûõ ñèìâîëîâ), èíòåðïðåòàöèè ïðîñòî

ñóæàåì íà ýòî ïîäìíîæåñòâî.
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Ãîìîìîðôèçìû àëãåá è, èõ ÿäðà

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü A è B � äâå àëãåáðû îäíîé è òîé æå ñèãíàòóðû σ.
Îòîáðàæåíèå ϕ : A→ B íàçûâàåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì, åñëè îíî

ïðîíîñèòñÿ ÷åðåç ôóíêöèîíàëüíûå ñèìâîëû, òî åcòü

ϕ(f A(a1, . . . , an)) = f B(ϕ(a1), . . . , ϕ(an)) äëÿ ëþáîãî f ∈ σ (çäåñü n �

ýòî ìåñòíîñòü f ) è ëþáûõ a1, . . . , an èç A.

Ìîíîìîðôèçì/ýïèìîðôèçì/èçîìîðôèçì � ãîìîìîðôèçì,
èíúåêòèâíûé/ñþðúåêòèâíûé/áèåêòèâíûé êàê îòîáðàæåíèå A→ B .
Õî÷åòñÿ îïðåäåëèòü ïîíÿòèÿ ÿäðà, íî íå ïîëó÷àåòñÿ âìåíÿåìî åãî
îïðåäåëèòü êàê ïîäìíîæåñòâî A, òàê êàê íåò íèêàêîãî õîðîøåãî
àíàëîãà åäèíèöû äëÿ ãðóïï, íóëÿ äëÿ êîëåö è ò. ï. ×òî äåëàòü?
Îïðåäåëèì ÿäðî êàê ïîäìíîæåñòâî A× A!

Îïðåäåëåíèå

ßäðîì (îáîçíà÷àåòñÿ kerϕ) ãîìîìîðôèçìà ϕ : A→ B íàçûâàåòñÿ

ìíîæåñòâî { (a1, a2) ∈ A× A | ϕ(a1) = ϕ(a2) }.
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Êîíãðóýíöèè.

À ÷òî âîîáùå ìîæåò áûòü ÿäðîì ãîìîìîðôèçìà àëãåáð? Ñêàæåì, ó
ãðóïï ýòî íîðìàëüíûå ïîäãðóïïû. Ïðî àëãåáðû ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî
ëþáîå ÿäðî ãîìîìîðôèçìà îáÿçàíî áûòü êîíãðóýíöèåé:

Îïðåäåëåíèå

Êîíãðóýíöèÿ àëãåáðû A � ýòî îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà A,
ñîãëàñîâàííîå ñ ôóíêöèîíàëüíûìè ñèìâîëàìè, òî åñòü

f A(a1, a2, . . . , an) è f A(b1, b2, . . . , bn) äîëæíû áûòü ýêâèâàëåíòíû, åñëè

ai è bi ýêâèâàëåíòíû äëÿ êàæäîãî i .

Ýòî êàê ðàç ñâÿçàíî ñ âîçìîæíîñòüþ ïðîíåñòè ãîìîìîðôèçì ÷åðåç f :
åñëè ϕ(ai ) = ϕ(bi ), òî ϕ(f A(a1, . . . , an)) = f B(ϕ(a1), . . . , ϕ(an)) =
f B(ϕ(b1), . . . , ϕ(bn)) = ϕ(f A(b1, . . . , bn)).
Óæå ïîíÿëè, ÷òî ëþáîå ÿäðî ãîìîìîðôèçìà � êîíãðóýíöèÿ. Êàê
ïîêàæåò ñëåäóþùèé ñëàéä, âåðíî è îáðàòíîå.
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Ôàêòîð-àëãåáðà ïî êîíãðóýíöèè.

Èíòóòèâíî, êîíñòðóêöèÿ ôàêòîð-àëãåáðû îáîáùàåò êîíñòðóêöèè
ôàêòîð-ãðóïï, ôàêòîð-êîëåö, è òîìó ïîäîáíûõ âåùåé.

Îïðåäåëåíèå

Åñëè θ � êîíãðóýíöèÿ àëãåáðû A, òî ìîæíî îïðåäåëèòü

ôàêòîð-àëãåáðó A /θ ñ íîñèòåëåì A/θ (òî åñòü ìíîæåñòâîì êëàññîâ

ýêâèâàëåíòíîñòè A îòíîñèòåëüíî θ). Ôóíêöèîíàëüíûå ñèìâîëû â A /θ
èíòåðïðåòèðóþòñÿ ÷åðåç êëàññû:

f A /θ(cls(a1), . . . , cls(an)) := cls(f A(a1, . . . , an)), ãäå cls : A→ A/θ ïðîñòî

ñîïîñòàâëÿåò êàæäîìó ýëåìåíòó åãî êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè

îòíîñèòåëüíî θ.

Ýòî îïðåäåëåíèå êîððåêòíî. Äåéñòâèòåëüíî, êîíãðóýíöèè ïî
îïðåäåëåíèþ ñîãëàñîâàíû ñ èíòåðïðåòàöèåé ôóíêöèîíàëüíûõ
ñèìâîëîâ. Áîëåå òîãî, ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî cls � ýòî ãîìîìîðôèçì èç A â
A /θ ñ ÿäðîì θ. Â ÷àñòíîñòè, êîíãðóýíöèè è ÿäðà ãîìîìîðôèçìîâ � â
òî÷íîñòè îäíî è òî æå.
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Òåîðåìà î ãîìîìîðôèçìå

Äëÿ àëãåáð âåðíà òåîðåìà î ãîìîìîðôèçìå.

Òåîðåìà

Åñëè ϕ : A→ B � ãîìîìîðôèçì, òî îáðàç ϕ èçîìîðôåí A /(kerϕ).

Äîêàçàòåëüñòâî.

Äåéñòâèòåëüíî, çàäàäèì îòîáðàæåíèå ϕcls : A/(kerϕ)→ ϕ(A) êàê
ϕcls(cls(a)) = ϕ(a) (çäåñü cls(a) � êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè a ïî
êîíãðóýíöèè kerϕ). Ïî îïðåäåëåíèþ ÿäðà îíî êîððåêòíî (òàê êàê åñëè
cls(a1) = cls(a2), òî (a1, a2) ∈ kerϕ, òî åñòü ϕ(a1) = ϕ(a2)) è áèåêòèâíî
(åñëè ϕcls(cls(a1)) = ϕcls(cls(a2)), òî ϕ(a1) = ϕ(a2), òî åñòü
(a1, a2) ∈ kerϕ, òî åñòü cls(a1) = cls(a2)).
Íàêîíåö, ýòî îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì, òàê êàê ϕ, f , cls
ìîæíî ñâîáîäíî ïðîíîñèòü äðóã ÷åðåç äðóãà. Ôîðìóëû íåìíîãî
äëèííûå, òàê ÷òî ÿ íå õî÷ó èõ âûïèñûâàòü.
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Òåîðåìà Áèðêãîôà: ôîðìóëèðîâêà
Òåïåðü ó íàñ âñ¼ ãîòîâî äëÿ òîãî, ÷òîáû ñôîðìóëèðîâàòü òåîðåìó
Áèðêãîôà.

Îïðåäåëåíèå

Íåïóñòîé êëàññ K àëãåáð êàêîé-òî ñèãíàòóðû � ìíîãîîáðàçèå, åñëè îí

çàìêíóò îòíîñèòåëüíî ïðÿìûõ ïðîèçâåäåíèé, âçÿòèÿ ïîäàëãåáð è

ãîìîìîðôíûõ îáðàçîâ.

Êàê ìû óæå ïîíÿëè, ïîñëåäíåå óñëîâèå ìîæíî çàìåíèòü íà
çàìêíóòîñòü îòíîñèòåëüíî ôàêòîðèçàöèè è âçÿòèÿ èçîìîðôíûõ
îáðàçîâ.

Òåîðåìà Áèðêãîôà

Êëàññ K àëãåáð êàêîé-òî ñèãíàòóðû ìîæíî àêñèîìàòèçèðîâàòü

òîæäåñòâàìè åñëè è òîëüêî åñëè K � ìíîãîîáðàçèå.

Åù¼ ìíîãîîáðàçèÿ èíòåðåñíû òåì, ÷òî â íèõ åñòü óíèâåðñàëüíûå
àëãåáðû. Íî îá ýòîì íà ñëåäóþùåì ñëàéäå.
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Óíèâåðñàëüíûå àëãåáðû

Ïóñòü åñòü êëàññ àëãåáð K íàä σ, U � àëãåáðà òîé æå ñèãíàòóðû, à
X � íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî U (íîñèòåëÿ U).

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü U ïîðîæäàåòñÿ X . Ïóñòü òàêæå äëÿ ëþáîé àëãåáðû B ∈ K è

ëþáîãî îòîáðàæåíèÿ β : X → B, åãî ìîæíî ïðîäîëæèòü äî

ãîìîìîðôèçìà ϕ : U→ B, ÷òî ϕ(x) = β(x) äëÿ âñåõ x ∈ X . Òîãäà U �

óíèâåðñàëüíàÿ àëãåáðà äëÿ K îòíîñèòåëüíî X .

�U ïîðîæäàåòñÿ X � îçíà÷àåò, ÷òî çàìûêàíèå X îòíîñèòåëüíî
èíòåðïðåòàöèé ôóíêöèîíàëüíûõ ñèìâîëîâ � âñ¼ U. Ýòî òåõíè÷åñêîå
óñëîâèå, êîòîðîå ãàðàíòèðóåò, ÷òî òàêîé ãîìîìîðôèçì ϕ åäèíñòâåíåí.
ß èì ïîëüçîâàòüñÿ íå áóäó.
Óíèâåðñàëüíûå àëãåáðû âñåãäà åñòü, íî íå âñåãäà ñàìè ïîïàäàþò â
êëàññ K. Íàïðèìåð, ðàññìîòðèì êëàññ êîíå÷íîìåðíûõ âåêòîðíûõ
ïðîñòðàíñòâ íàä Q.

Âëàäèñëàâ Ìàêàðîâ Òåîðåìà Áèðêãîôà 18 äåêàáðÿ 2020 ã. 13 / 21



Îïÿòü ïðî êîíå÷íîìåðíûå âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà

Ïóñòü K � êëàññ âñåõ êîíå÷íîìåðíûõ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ íàä
F2 (êàê àëãåáð ñèãíàòóðû 〈+, 0, ·q〉, çäåñü äëÿ êàæäîãî q ∈ Q åñòü
ïî ôóíêöèîíàëüíîìó ñèìâîëó ·q, êàæäûé òàêîé ñèìâîë
èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê óìíîæåíèå âåêòîðà íà êîíñòàíòó q).

Åñëè X � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, òî âíóòðè ñàìîãî K åñòü
óíèâåðñàëüíàÿ àëãåáðà îòíîñèòåëüíî X � ïîäîéä¼ò ïðîñòî
âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ñ áàçèñîì X . Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì
ñëó÷àå îïðåäåëåíèå óíèâåðñàëüíîé àëãåáðû ãîâîðèò, ÷òî íóæíî
ïðîèçâîëüíîå îòîáðàæåíèå áàçèñà ïðîäîëæèòü äî ëèíåéíîãî
îòîáðàæåíèÿ âñåãî ïðîñòðàíñòâà.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïóñòü X � ñ÷¼òíî. Òîãäà â K íåò óíèâåðñàëüíîé
îòíîñèòåëüíî X àëãåáðû. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü îíà åñòü è èìååò
ðàçìåðíîñòü n. Âîçüì¼ì â êà÷åñòâå B êàêîå-òî (n + 1)-ìåðíîå
ïðîñòðàíñòâî è ïîòðåáóåì, ÷òîáû êàêîé-íèáóäü áàçèñ B öåëèêîì
ïîïàë â îáðàç β. Òîãäà ϕ ëèíåéíî ñþðúåêòèâíî îòîáðàæàåò
n-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî â (n + 1)-ìåðíîå. À ýòî êàêîé-òî áðåä.
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Àëãåáðà òåðìîâ

Íå âî âñåõ êëàññîâ àëãåáð åñòü óíèâåðñàëüíàÿ äëÿ êàæäîãî X .

Íî êàêàÿ-òî óíèâåðñàëüíàÿ îòíîñèòåëüíî X àëãåáðà âñåãäà
íàéä¼òñÿ, îíà ïðîñòî íå îáÿçàíà ñàìà ëåæàòü â K.
Íàïðèìåð, ïîäîéä¼ò àëãåáðà Termσ(X ) âñåõ òåðìîâ ñèãíàòóðû σ
íàä ïåðåìåííûìè X . Äåéñòâèòåëüíî, ãîìîìîðôèçì ϕ èç
îïðåäåëåíèÿ óíèâåðñàëüíîé àëãåáðû ïîëó÷àåòñÿ ïðîñòî
âû÷èñëåíèåì òåðìà íà çàäàííûõ ýëåìåíòàõ B.

Íî àëãåáðà òåðìîâ óíèâåðñàëüíà äëÿ ëþáîãî êëàññà àëãåáð
ñèãíàòóðû σ. Âðÿä ëè îíà ñàìà ëåæèò â êëàññå K.
Åñëè êëàññ K àêñèîìàòèçèðóåòñÿ òîæäåñòâàìè è âíóòðè íåãî åñòü
âñå íóæíûå óíèâåðñàëüíûå àëãåáðû, òî ýòè àëãåáðû òîæå
óäîâëåòâîðÿþò ýòèì òîæäåñòâàì.

Íî äëÿ àëãåáðû òåðìîâ âîîáùå íåò òîæäåñòâ, êðîìå t = t.

Ðåøåíèå ïðîñòîå � îòôàêòîðèçóåì àëãåáðó òåðìîâ ïî
òîæäåñòâàì, êîòîðûå âñåãäà åñòü.
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Ìíîæåñòâî âñåõ òîæäåñòâ K êàê êîíãðóýíöèÿ

Õîòèì ïîíÿòü, êàêèå òîæäåñòâà äëÿ òåðìîâ íàä X âñåãäà èñòèííû
â K, òî åñòü èñòèííû äëÿ ëþáîé àëãåáðû A ∈ K è äëÿ ëþáîãî
ñïîñîáà çàäàòü ïåðåìåííûì èç X çíà÷åíèÿ èç A.

Êàæäîå òàêîå îçíà÷èâàíèå ìîæíî âîñïðèíèìàòü êàê
ãîìîìîðôèçì Termσ(X )→ A. Ïóñòü ΘK(X ) � ìíîæåñòâî ÿäåð
âñåõ òàêèõ îçíà÷èâàíèé.

Ïî îïðåäåëåíèþ ÿäðî îçíà÷èâàíèÿ � â òî÷íîñòè ïàðû òåðìîâ,
ñîâïàâøèå ïðè òàêîì îçíà÷èâàíèè. Ïîýòîìó åñëè θK(X ) �
ïåðåñå÷åíèå âñåõ ÿäåð èç ΘK(X ), òî (t1, t2) ∈ θK(X ) â òîì è
òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà K |= t1 = t2, òî åñòü t1 = t2 �
òîæäåñòâî â K.
θK(X ) � êîíãðóýíöèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, èç îïðåäåëåíèÿ
êîíãðóýíöèè íåñëîæíî ñëåäóåò, ÷òî ïåðåñå÷åíèå êîíãðóýíöèé �
òîæå êîíãðóýíöèÿ, à êàæäûé ýëåìåíò ΘK(X ) � êîíãðóýíöèÿ êàê
ÿäðî ãîìîìîðôèçìà.
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Ôàêòîðèçîâàííàÿ àëãåáðà òåðìîâ

Ðàññìîòðèì àëãåáðó TermK(X ) := Termσ(X )/θK(X ).

Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî îíà �ó÷èòûâàåò èíäèâèäóàëüíîñòü� êëàññà K,
ïîýòîìó ó íå¼ íèæíèé èíäåêñ K, à íå σ.
Îíà âñ¼ åù¼ óíèâåðñàëüíàÿ äëÿ K îòíîñèòåëüíî X , òàê êàê ìû
îòôàêòîðèçîâàëè òîëüêî ïî òîæäåñòâàì êëàññà K.
Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî K � ïîäàëãåáðà ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ àëãåáð
èç K! Ýòî ñàìàÿ âàæíàÿ ÷àñòü äîêàçàòåëüñòâà, ïîýòîìó ÿ âûíåñ
å¼ íà îòäåëüíûé ñëàéä.

Íî åñëè ìû ýòî äîêàæåì, òî ïîëó÷èòñÿ, ÷òî âíóòðè ìíîãîîáðàçèé
åñòü âñå íóæíûå óíèâåðñàëüíûå äëÿ íèõ àëãåáðû.
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TermK(X ) � ïîäàëãåáðà ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ
ýëåìåíòîâ K

Äåéñòâèòåëüíî, êàæäîå θ ∈ ΘK(X ) � ÿäðî ñîîòâåòñòâóþùåãî
ãîìîìîðôèçìà ϕθ : Termσ(X )→ Aθ ∈ K. Ýòè ãîìîìîðôèçìû ìîæíî
ïîêîîðäèíàòíî îáúåäèíèòü â îäèí áîëüøîé ãîìîìîðôèçì
ϕ : Termσ(X )→

∏
θ

Aθ.

Èìååì kerϕ = θK(X ). Äåéñòâèòåëüíî, îáðàçû t1 è t2 ðàâíû òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè ðàâíû ïîêîîðäèíàòíî, òî åñòü ϕθ(t1) = ϕθ(t2)
äëÿ êàæäîãî θ. Òî åñòü ÿäðî ϕ � ïåðåñå÷åíèÿ ÿäåð ϕθ.
Ðàññìîòðèì îáðàç ϕ. Ñ îäíîé ñòîðîíû, ýòî ïîäàëãåáðà

∏
θ

Aθ. Ñ äðóãîé

ñòîðîíû, îí èçîìîðôåí ôàêòîðó Termσ(X ) ïî ÿäðó ϕ, òî åñòü êàê ðàç
Termσ(X )/θK(X ) = TermK(X ). Çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåîðåìîé î
ãîìîìîðôèçìå.
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Çàäà¼òñÿ òîæäåñòâàìè ⇒ ìíîãîîáðàçèå

Äëÿ ìíîæåñòâà Γ ðàâåíñòâ âèäà t1 = t2, ãäå t1 è t2 � òåðìû ñèãíàòóðû
σ, îïðåäåëèì V (Γ) := {A | A |= Γ }.

Òåîðåìà

V (Γ) � ìíîãîîáðàçèå.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Íóæíî ïðîâåðèòü çàìêíóòîñòü V (Γ) îòíîñèòåëüíî ãîìîìîðôíûõ
îáðàçîâ, ïîäàëãåáð è ïðÿìûõ ïðîèçâåäåíèé. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè åñòü
ñþðúåêòèâíûé ãîìîìîðôèçì ϕ : A→ B è ìû õîòèì ïðîâåðèòü
òîæäåñòâî íà ýëåìåíòàõ B, òî ìîæíî âçÿòü èõ ïðîîáðàçû â A è
ïðîâåðèòü òîæäåñòâî íà íèõ (åñëè t1 = t2, òî ϕ(t1) = ϕ(t2)). Ñ
ïîäàëãåáðàìè åù¼ ïðîùå: ïðîñòî ñóæàåì îáëàñòü ïðîâåðêè. Íàêîíåö,
ïî îïðåäåëåíèþ ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ, òîæäåñòâà äëÿ ïðÿìîãî
ïðîèçâåäåíèÿ ìîæíî ïðîâåðÿòü ïîêîîðäèíàòíî.
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Ìíîãîîáðàçèå ⇒ çàäà¼òñÿ òîæäåñòâàìè

Òåîðåìà

Ïóñòü K � ìíîãîîáðàçèå íàä ñèãíàòóðîé σ. Òîãäà åñòü òàêîå

ìíîæåñòâî òîæäåñòâ Γ, ÷òî K = V (Γ).

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïóñòü Γ � ìíîæåñòâî âñåõ òîæäåñòâ K, à K′ = V (Γ). Òîãäà K ⊆ K′ ïî
îïðåäåëåíèþ. Ðàç â K è K′ èñòèííû îäíè è òå æå òîæäåñòâà, òî, â
÷àñòíîñòè, äëÿ ëþáîãî áåñêîíå÷íîãî X ìíîæåñòâà θK(X ) è θK′(X )
ðàâíû. Äåéñòâèòåëüíî, (t1, t2) ∈ K òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
K |= t1 = t2, àíàëîãè÷íî ñ K′. Ðàç òàê, òî TermK′(X ) = TermK(X ) ∈ K
êàê ïîäàëãåáðà ïðîèçâåäåíèÿ ýëåìåíòîâ ìíîãîîîáðàçèÿ. Íàêîíåö,
êàæäûé ýëåìåíò A ∈ K′ � ãîìîìîðôíûé îáðàç TermK′(X ) ∈ K äëÿ
äîñòàòî÷íî áîëüøîãî X (äîñòàòî÷íî ïðîñòî âçÿòü ïî ïåðåìåííîé äëÿ
êàæäîãî ýëåìåíòà A). Çíà÷èò, âñå ýëåìåíòû K′ ëåæàò â K, òî åñòü
K = K′ = V (Γ).
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Òåîðåìà Áèðêãîôà (ñíîâà)

Òåîðåìà Áèðêãîôà

Êëàññ K àëãåáð êàêîé-òî ñèãíàòóðû ìîæíî àêñèîìàòèçèðîâàòü

òîæäåñòâàìè åñëè è òîëüêî åñëè K � ìíîãîîáðàçèå.

Ñîáñòâåííî, ìû óæå äîêàçàëè ýòó òåîðåìó â îáå ñòîðîíû. Äëÿ
äîêàçàòåëüñòâà áûëî î÷åíü âàæíî, ÷òî TermK(X ) ∈ K, åñëè K �
ìíîãîîáðàçèå. Åñëè áû íå ýòîò ôàêò, òî äîêàçàòåëüñòâî áû â ñàìûé
ïîñëåäíèé ìîìåíò íå ñîøëîñü.
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