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Âñïîìíèì îïðåäåëåíèÿ

Îïðåäåëåíèå

Áóëåâà àëãåáðà B = (B,∨,∧,¬, 0, 1) � ýòî äèñòðèáóòèâíàÿ ðåø¼òêà c
äîïîëíåíèÿìè.

Îïðåäåëåíèå

Èäåàë áóëåâîé àëãåáðû � ïîäìíîæåñòâî, çàìêíóòîå îòíîñèòåëüíî
ñóïðåìóìîâ è ïîãëîùàþùåå èíôèìóìû; ñîáñòâåííûé, åñëè íå ñîâïàäàåò ñ ∅
è B, è ìàêñèìàëüíûé, åñëè ìàêñèìàëåí ïî âêëþ÷åíèþ ñðåäè ñîáñòâåííûõ.

Îïðåäåëåíèå

Ôèëüòð áóëåâîé àëãåáðû � ïîäìíîæåñòâî, çàìêíóòîå îòíîñèòåëüíî
èíôèìóìîâ è ïîãëîùàþùåå ñóïðåìóìû; ñîáñòâåííûé, åñëè íå ñîâïàäàåò ñ ∅
è B, è óëüòðàôèëüòð, åñëè ìàêñèìàëåí ïî âêëþ÷åíèþ ñðåäè ñîáñòâåííûõ.

Óòâåðæäåíèå

I ÿâëÿåòñÿ (ñîáñòâåííûì/ìàêñèìàëüíûì) èäåàëîì òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ¬I = {¬x | x ∈ I} ÿâëÿåòñÿ (ñîáñòâåííûì/óëüòðà-) ôèëüòðîì.
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Î ðàñøèðåíèè äî óëüòðàôèëüòðà

Óòâåðæäåíèå

Ëþáîé ñîáñòâåííûé ôèëüòð áóëåâîé àëãåáðû ìîæíî ðàñøèðèòü äî

óëüòðàôèëüòðà.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ðàññìîòðèì îáúåäèíåíèå öåïè âëîæåííûõ ñîáñòâåííûõ ôèëüòðîâ.

Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî ýòî ôèëüòð; êàæäûé ýëåìåíò ïîÿâëÿåòñÿ íà

êîíå÷íîì øàãå, è íà êàæäîì êîíå÷íîì øàãå ôèëüòð çàìêíóò.

Áîëåå òîãî, îí ñîáñòâåííûé; èíà÷å ìîæíî ðàññìîòðåòü ïðîèçâîëüíóþ

ïàðó ýëåìåíòîâ a è ¬a, êàæäûé èç êîòîðûõ îáÿçàí ïîÿâèòüñÿ íà

êîíå÷íîì øàãå, è ïîëó÷èòü ïðîòèâîðå÷èå, òàê êàê íà êàæäîì êîíå÷íîì

øàãå ôèëüòð áûë ñîáñòâåííûé (à çíà÷èò, íå ñîäåðæàë 0 = a ∧ ¬a).
Îñòàëîñü òîëüêî ïðèìåíèòü ëåììó Öîðíà ê ìíîæåñòâó ñîáñòâåííûõ

ôèëüòðîâ, ðàñøèðÿþùèõ äàííûé, óïîðÿäî÷åííîìó ïî âêëþ÷åíèþ.
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Õàðàêòåðèçàöèÿ áóëåâûõ óëüòðàôèëüòðîâ

Ëåììà

Ôèëüòð F ⊂ B ÿâëÿåòñÿ óëüòðàôèëüòðîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

äëÿ ëþáîãî a ∈ B ëèáî a ∈ F , ëèáî ¬a ∈ F .

Äîêàçàòåëüñòâî.

(⇒) Ïóñòü óëüòðàôèëüòð F íå ñîäåðæèò a. Ðàñcìîòðèì ôèëüòð

{a′ ∧ b | a′ > a, b ∈ F}. Î÷åâèäíî, îí ñîäåðæèò a (ïðè b = 1) è âñå

ýëåìåíòû F (ïðè a′ = 1), à çíà÷èò, äîëæåí òðèâèàëüíî ñîâïàäàòü ñ B .

Òîãäà ¬a = (a ∨ x) ∧ b = (a ∧ b) ∨ (x ∧ b); ñ äðóãîé ñòîðîíû,

¬a = ¬a ∧ ¬a = ¬a ∧ (a ∨ x) ∧ b = ¬a ∧ (x ∧ b). Îòñþäà èìååì

¬a = x ∧ b è a ∧ b 6 ¬a. Ïðèìåíèâ ∨¬a, ïîëó÷èì èç ïîñëåäíåãî

b 6 ¬a; ñëåäîâàòåëüíî, ¬a äîëæíî ëåæàòü â F ïî îïðåäåëåíèþ.

(⇐) Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé áîëüøèé ôèëüòð F1 ⊃ F . Òîãäà äëÿ

a ∈ F1 \ F ïî óñëîâèþ èìååì ¬a ∈ F , à ñëåäîâàòåëüíî, 0 = a∧¬a ∈ F1,
÷òî âîçìîæíî òîëüêî ïðè F1 = B .
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Ðàçëîæåíèå ñóïðåìóìà â óëüòðàôèëüòðå

Ëåììà

Åñëè U � óëüòðàôèëüòð, è x ∨ y ëåæèò â U, òî õîòÿ áû îäèí èç x è y
ëåæèò â U.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Äîïóñòèì, ÷òî íè x , íè y íå ëåæàò â U. Òîãäà òî ïî ëåììå âûøå â U
ëåæàò ¬x è ¬y , è ïî îïðåäåëåíèþ ôèëüòðà òàì æå ëåæèò ¬x ∧ ¬y .
Îäíàêî ¬x ∧ ¬y = ¬(x ∨ y). Ïðîòèâîðå÷èå.
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Î ìíîæåñòâàõ óëüòðàôèëüòðîâ
Îáîçíà÷èì çà B∗ ìíîæåñòâî óëüòðàôèëüòðîâ áóëåâîé àëãåáðû B, à çà

Ua � ïîäìíîæåñòâî âñåõ óëüòðàôèëüòðîâ, ñîäåðæàùèõ ýëåìåíò a.

Òåîðåìà

Ua = ∅⇔ a = 0

Ua = B∗ ⇔ a = 1

U¬a = B∗ \ Ua
Ua∧b = Ua ∩ Ub
Ua∨b = Ua ∪ Ub

Äîêàçàòåëüñòâî.

Åñëè a = 0, î÷åâèäíî ïî îïðåäåëåíèþ; åñëè a 6= 0, ðàñøèðèì

ôèëüòð âñåõ ýëåìåíòîâ, íå ìåíüøèõ a, äî óëüòðàôèëüòðà.

Åñëè a = 1, î÷åâèäíî ïî îïðåäåëåíèþ; åñëè a 6= 1, ðàñøèðèì

ôèëüòð âñåõ ýëåìåíòîâ, íå ìåíüøèõ ¬a, äî óëüòðàôèëüòðà.

Î÷åâèäíî ïî ëåììå î õàðàêòåðèçàöèè óëüòðàôèëüòðîâ.
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Î ìíîæåñòâàõ óëüòðàôèëüòðîâ

Äîêàçàòåëüñòâî.

(⊆) Åñëè U ∈ Ua∧b, òî a ∧ b ∈ U, è ïî îïðåäåëåíèþ ôèëüòðà

a = a ∨ (a ∧ b) ∈ U, b = b ∨ (a ∧ b) ∈ U.

(⊇) Åñëè U ∈ Ua ∩ Ub, òî a, b ∈ U, è ïî îïðåäåëåíèþ ôèëüòðà

a ∧ b ∈ U.

(⊆) Äîïóñòèì, ÷òî U ∈ Ua∨b, íî a, b /∈ U. Òîãäà ¬a,¬b ∈ U, òî
åñòü ¬a ∧ ¬b ∈ U ïî îïðåäåëåíèþ; íî ¬a ∧ ¬b = ¬(a ∨ b), è ïðè

ýòîì a ∨ b òîæå ëåæèò â U. Ïðîòèâîðå÷èå.
(⊇) Åñëè U ∈ Ua ∪ Ub, òî a ∈ U èëè b ∈ U, è ïî îïðåäåëåíèþ

ôèëüòðà a ∨ b ∈ U.
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Âñïîìíèì òîïîëîãèþ

Îïðåäåëåíèå

Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X = (X ,Ω) � ýòî ìíîæåñòâî òî÷åê X ñ
ñèñòåìîé îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâ Ω ∈ 2

X , çàìêíóòîé îòíîñèòåëüíî ëþáûõ
îáúåäèíåíèé è êîíå÷íûõ ïåðåñå÷åíèé, à òàêæå âêëþ÷àþùåé X è ∅.
Äîïîëíåíèÿ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ íàçûâàþòñÿ çàìêíóòûìè.

Îïðåäåëåíèå

Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî êîìïàêòíî, åñëè èç ëþáîãî ïîêðûòèÿ åãî
îòêðûòûìè ìíîæåñòâàìè ìîæíî âûáðàòü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå.

Îïðåäåëåíèå

Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî õàóñäîðôîâî, åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ ðàçëè÷íûõ
òî÷åê ñóùåñòâóåò äèçúþíêòíàÿ ïàðà ñîäåðæàùèõ èõ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ.

Îïðåäåëåíèå

Áàçèñ òîïîëîãèè � ýòî òàêîå ìíîæåñòâî îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâ, ÷òî ëþáîå
îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå èõ îáúåäèíåíèÿ.
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Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî óëüòðàôèëüòðîâ
Îáîçíà÷èì çà B∗ òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî íà B∗, ïîðîæä¼ííîå
áàçèñîì Ua (òî, ÷òî ýòî äåéñòâèòåëüíî áàçèñ, íàïðÿìóþ ñëåäóåò èç

ïðåäûäóùåé òåîðåìû).

Òåîðåìà

B∗ êîìïàêòíî è õàóñäîðôîâî.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïóñòü B∗ =
⋃

a∈A Ua. Ðàññìîòðèì èäåàë I , ïîðîæä¼ííûé ìíîæåñòâîì

A. Åñëè I 6= B , ðàñøèðèì ¬I äî óëüòðàôèëüòðà U; òîãäà ¬A ⊆ ¬I ⊆ U.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî èçíà÷àëüíîìó ïîêðûòèþ íàéä¼òñÿ òàêîå a ∈ A,
÷òî U ⊆ Ua, òî åñòü a ∈ U. Ïðîòèâîðå÷èå.

Òàêèì îáðàçîì, I = B , è â ÷àñòíîñòè, 1 = (a1 ∧ x1) ∨ . . . ∨ (an ∧ xn)
(ãäå n êîíå÷íî!). Òîãäà ïî ëåììå î ðàçëîæåíèè ñóïðåìóìà äëÿ

êàæäîãî óëüòðàôèëüòðà U íàéä¼òñÿ òàêîå i , ÷òî ai ∧ xi ∈ U; ýòî, â
ñâîþ î÷åðåäü, âëå÷¼ò ai ∈ U è U ∈ Uai . Çíà÷èò, Uai è îáðàçóþò

êîíå÷íîå ïîêðûòèå B∗.
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Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî óëüòðàôèëüòðîâ

Äîêàçàòåëüñòâî.

Îñòàëîñü äîêàçàòü õàóñäîðôîâîñòü. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå

a ∈ U1 \ U2. Òîãäà ïî ëåììå î õàðàêòåðèçàöèè áóëåâûõ

óëüòðàôèëüòðîâ ¬a ∈ U2 \ U1, à çíà÷èò, U1 ∈ Ua,U2 ∈ U¬a. Íàêîíåö,
Ua ∩ U¬a = Ua∧¬a = U0 = ∅.

Îáðàòíî, ïóñòü äàíî òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X = (X ,Ω).
Îáîçíà÷èì çà X ∗ ìíîæåñòâî âñåõ îòêðûòî-çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ â X.
Òîãäà ïî àêñèîìàì òîïîëîãèè X∗ = (X ∗,∪,∩,¬,∅,X ), ãäå ¬A = X \A,
ÿâëÿåòñÿ áóëåâîé àëãåáðîé.
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Òåîðåìà Ñòîóíà î äâîéñòâåííîñòè

Òåîðåìà

Åñëè B � áóëåâà àëãåáðà, òî B ' (B∗)∗.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå èç B â (B∗)∗, îòïðàâëÿþùåå a â Ua. Ïî
òåîðåìå î ìíîæåñòâàõ óëüòðàôèëüòðîâ ýòî ãîìîìîðôèçì áóëåâûõ

àëãåáð, òàê ÷òî îñòà¼òñÿ òîëüêî ïðîâåðèòü áèåêòèâíîñòü.

Ïóñòü a 6= b. Òîãäà 0 6= (a ∧ ¬b) ∨ (b ∧ ¬a), è ïî òîé æå òåîðåìå

∅ 6= U(a∧¬b)∨(b∧¬a) = (Ua \ Ub) ∪ (Ub \ Ua). Çíà÷èò, Ua 6= Ub.
Èíúåêòèâíîñòü åñòü.

Òåïåðü ñþðúåêòèâíîñòü: ïóñòü Y =
⋃

a∈A Ua, è B∗ \ Y îòêðûòî. Òîãäà

B∗ = (B∗ \ Y ) ∪
⋃

a∈A Ua � ïîêðûòèå êîìïàêòíîãî ïðîñòðàíñòâà

îòêðûòûìè, èç êîòîðîãî ìîæíî âûáðàòü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå

B∗ = (B∗ \ Y ) ∪ Ua1 ∪ . . . ∪ Uan . Ñëåäîâàòåëüíî,
Y = Ua1 ∪ . . . ∪ Uan = Ua1∨...∨an .

Ìèõàèë Ìðûõèí Òåîðåìà Ñòîóíà 15.12.2020 11 / 12



Òåîðåìà Ñòîóíà î äâîéñòâåííîñòè

Òåîðåìà

Åñëè B � áóëåâà àëãåáðà, òî B ' (B∗)∗.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå èç B â (B∗)∗, îòïðàâëÿþùåå a â Ua. Ïî
òåîðåìå î ìíîæåñòâàõ óëüòðàôèëüòðîâ ýòî ãîìîìîðôèçì áóëåâûõ

àëãåáð, òàê ÷òî îñòà¼òñÿ òîëüêî ïðîâåðèòü áèåêòèâíîñòü.

Ïóñòü a 6= b. Òîãäà 0 6= (a ∧ ¬b) ∨ (b ∧ ¬a), è ïî òîé æå òåîðåìå

∅ 6= U(a∧¬b)∨(b∧¬a) = (Ua \ Ub) ∪ (Ub \ Ua). Çíà÷èò, Ua 6= Ub.
Èíúåêòèâíîñòü åñòü.

Òåïåðü ñþðúåêòèâíîñòü: ïóñòü Y =
⋃

a∈A Ua, è B∗ \ Y îòêðûòî. Òîãäà

B∗ = (B∗ \ Y ) ∪
⋃

a∈A Ua � ïîêðûòèå êîìïàêòíîãî ïðîñòðàíñòâà

îòêðûòûìè, èç êîòîðîãî ìîæíî âûáðàòü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå

B∗ = (B∗ \ Y ) ∪ Ua1 ∪ . . . ∪ Uan . Ñëåäîâàòåëüíî,
Y = Ua1 ∪ . . . ∪ Uan = Ua1∨...∨an .

Ìèõàèë Ìðûõèí Òåîðåìà Ñòîóíà 15.12.2020 11 / 12



Òåîðåìà Ñòîóíà î äâîéñòâåííîñòè

Òåîðåìà

Åñëè B � áóëåâà àëãåáðà, òî B ' (B∗)∗.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå èç B â (B∗)∗, îòïðàâëÿþùåå a â Ua. Ïî
òåîðåìå î ìíîæåñòâàõ óëüòðàôèëüòðîâ ýòî ãîìîìîðôèçì áóëåâûõ

àëãåáð, òàê ÷òî îñòà¼òñÿ òîëüêî ïðîâåðèòü áèåêòèâíîñòü.

Ïóñòü a 6= b. Òîãäà 0 6= (a ∧ ¬b) ∨ (b ∧ ¬a), è ïî òîé æå òåîðåìå

∅ 6= U(a∧¬b)∨(b∧¬a) = (Ua \ Ub) ∪ (Ub \ Ua). Çíà÷èò, Ua 6= Ub.
Èíúåêòèâíîñòü åñòü.

Òåïåðü ñþðúåêòèâíîñòü: ïóñòü Y =
⋃

a∈A Ua, è B∗ \ Y îòêðûòî. Òîãäà

B∗ = (B∗ \ Y ) ∪
⋃

a∈A Ua � ïîêðûòèå êîìïàêòíîãî ïðîñòðàíñòâà

îòêðûòûìè, èç êîòîðîãî ìîæíî âûáðàòü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå

B∗ = (B∗ \ Y ) ∪ Ua1 ∪ . . . ∪ Uan . Ñëåäîâàòåëüíî,
Y = Ua1 ∪ . . . ∪ Uan = Ua1∨...∨an .

Ìèõàèë Ìðûõèí Òåîðåìà Ñòîóíà 15.12.2020 11 / 12



Òåîðåìà Ñòîóíà î äâîéñòâåííîñòè

Òåîðåìà

Åñëè B � áóëåâà àëãåáðà, òî B ' (B∗)∗.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå èç B â (B∗)∗, îòïðàâëÿþùåå a â Ua. Ïî
òåîðåìå î ìíîæåñòâàõ óëüòðàôèëüòðîâ ýòî ãîìîìîðôèçì áóëåâûõ

àëãåáð, òàê ÷òî îñòà¼òñÿ òîëüêî ïðîâåðèòü áèåêòèâíîñòü.

Ïóñòü a 6= b. Òîãäà 0 6= (a ∧ ¬b) ∨ (b ∧ ¬a), è ïî òîé æå òåîðåìå

∅ 6= U(a∧¬b)∨(b∧¬a) = (Ua \ Ub) ∪ (Ub \ Ua). Çíà÷èò, Ua 6= Ub.
Èíúåêòèâíîñòü åñòü.

Òåïåðü ñþðúåêòèâíîñòü: ïóñòü Y =
⋃

a∈A Ua, è B∗ \ Y îòêðûòî. Òîãäà

B∗ = (B∗ \ Y ) ∪
⋃

a∈A Ua � ïîêðûòèå êîìïàêòíîãî ïðîñòðàíñòâà

îòêðûòûìè, èç êîòîðîãî ìîæíî âûáðàòü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå

B∗ = (B∗ \ Y ) ∪ Ua1 ∪ . . . ∪ Uan . Ñëåäîâàòåëüíî,
Y = Ua1 ∪ . . . ∪ Uan = Ua1∨...∨an .

Ìèõàèë Ìðûõèí Òåîðåìà Ñòîóíà 15.12.2020 11 / 12



Ñïàñèáî çà âíèìàíèå!
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