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Óñëîâèÿ íà ìíîæåñòâà

Ïàðàäîêñ Ðàññåëà ñâÿçàí ñ íåîãðàíè÷åííûì ïðèìåíåíèåì ïðèíöèïà
âûäåëåíèÿ. Îäíàêî èìååòñÿ íåìàëî ïîäîáíûõ ïàðàäîêñîâ, êîòîðûå
âîâñå íå ñâÿçàíû ñ ïîíÿòèåì ìíîæåñòâà. Ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ

Ïàðàäîêñ Áåððè

Ïóñòü n � íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, êîòîðîå íåëüçÿ îïèñàòü
ìåíåå ÷åì 11 ñëîâàìè. Òîãäà n îïèñûâàåòñÿ 10 ñëîâàìè.

Ãðóáî ãîâîðÿ, îòâåòñòâåííîñòü çà äàííûé ïàðàäîêñ íåñ�åò òóìàííîå
âûðàæåíèå ¾íåëüçÿ îïèñàòü¿. Ïîýòîìó, ïðåæäå ÷åì ïðèñòóïèòü ê
èçëîæåíèþ àêñèîì òåîðèè ìíîæåñòâ, ïî âñåé âèäèìîñòè, íóæíî
ïîÿñíèòü ñìûñë âûðàæåíèÿ ¾óñëîâèå íà îáúåêòû¿.
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Ñ ïîëóôîðìàëüíîé òî÷êè çðåíèÿ óñëîâèÿ � ýòî ñïåöèàëüíîãî ðîäà
âûðàæåíèÿ. Ñàìûå ïðîñòûå èç íèõ, íàçûâàåìûå áàçîâûìè, èìåþò
âèä

x = y èëè x ∈ y ,

ãäå x è y ñóòü ïåðåìåííûå, èãðàþùèå ðîëü ïðîèçâîëüíûõ ìíîæåñòâ.
Çäåñü x = y ÷èòàåòñÿ êàê �x ðàâíî y �, èëè �x ñîâïàäàåò ñ y �.
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Áîëåå ñëîæíûå óñëîâèÿ ñòðîÿòñÿ èç áàçîâûõ ñ ïîìîùüþ îáû÷íûõ
ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê

�íå . . . �, �. . . è . . . � , �. . . èëè . . . �

�åñëè . . . , òî . . . � è �. . . òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà . . . �

è êâàíòîðîâ

�äëÿ ëþáîãî x , . . . � è �ñóùåñòâóåò x òàêîé, ÷òî . . . � ,

â êîòîðûõ x ïðîáåãàåò ïðîèçâîëüíûå ìíîæåñòâà. Íåðåäêî óäîáíî
ïðèáåãàòü ê ñèìâîëè÷åñêîé çàïèñè, îáîçíà÷àÿ ëîãè÷åñêèå ñâÿçêè
ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç ¬, ∧, ∨, → è ↔, à êâàíòîðû � ∀x è ∃x .

Ñ.Î. Ñïåðàíñêèé Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè ìíîæåñòâ



Ñèñòåìà àêñèîì Öåðìåëî�Ôðåíêåëÿ (ZF)

Àêñèîìà ýêñòåíñèîíàëüíîñòè

Íåðåäêî ìîæíî óñëûøàòü ñëåäóþùåå: �Ìíîæåñòâî îïðåäåëÿåòñÿ
ñâîèìè ýëåìåíòàìè�. Â íàøåé ñèñòåìå ýòà èäåÿ ïðåâðàùàåòñÿ â
àêñèîìó ýêñòåíñèîíàëüíîñòè:

∀X ∀Y (∀u (u ∈ X ↔ u ∈ Y )→ X = Y ). (Ext)

Îòìåòèì, ÷òî ¾îáðàòíîå¿ óòâåðæäåíèå, à èìåííî

∀X ∀Y (X = Y → ∀u (u ∈ X ↔ u ∈ Y )),

âûãëÿäèò èíòóèòèâíî î÷åâèäíûì, åñëè ïîíèìàòü ðàâåíñòâî äâóõ
îáúåêòîâ êàê èõ ñîâïàäåíèå.

Ñ.Î. Ñïåðàíñêèé Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè ìíîæåñòâ



Àêñèîìà ïóñòîãî ìíîæåñòâà

Íåò íè÷åãî ïðîùå, ÷åì ñîâîêóïíîñòü áåç åäèíîãî ýëåìåíòà, ñóùåñò-
âîâàíèå êîòîðîé íàì ãàðàíòèðóåò àêñèîìà ïóñòîãî ìíîæåñòâà:

∃X ∀u (u ∈ X ↔ u 6= u). (Empty)

Ðàçóìååòñÿ, òàêîå X áóäåò åäèíñòâåííî â ñèëó Ext. Åãî îáîçíà÷àþò
÷åðåç ∅ è íàçûâàþò ïóñòûì ìíîæåñòâîì.
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Àêñèîìà ïàðû

Äàëåå, íàøà ñèñòåìà âêëþ÷àåò ðÿä àêñèîì, ïîçâîëÿþùèõ ïîëó÷àòü
íîâûå ìíîæåñòâà èç óæå èìåþùèõñÿ. Ïðîñòåéøåé èç íèõ ÿâëÿåòñÿ,
ïîæàëóé, àêñèîìà ïàðû:

∀X ∀Y ∃Z ∀u (u ∈ Z ↔ (u = X ∨ u = Y )). (Pair)

Òàêèì îáðàçîì, åñëè èìåþòñÿ X è Y , òî ìîæíî ïîëó÷èòü Z , ñîäåð-
æàùåå â òî÷íîñòè X è Y . Ïîëó÷åííîå Z îáîçíà÷àþò ÷åðåç {X ,Y }
è íàçûâàþò íåóïîðÿäî÷åííîé ïàðîé X è Y .
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Ñõåìà àêñèîì âûäåëåíèÿ

Ãðóïïû îäíîðîäíûõ àêñèîì îáû÷íî íàçûâàþò ñõåìàìè. Òàê, äëÿ
êàæäîãî óñëîâèÿ Φ (x) èìååòñÿ ñâîÿ àêñèîìà âûäåëåíèÿ:

∀X ∃Y ∀u (u ∈ Y ↔ (u ∈ X ∧ Φ (u))). (Sep)

Ïî ñóòè, îíà óòâåðæäàåò, ÷òî äëÿ âñÿêîãî X ìû ìîæåì îáðàçîâàòü
ìíîæåñòâî Y âñåõ òåõ u ∈ X , êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò Φ (u); òàêîå
Y áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ ÷åðåç {u ∈ X | Φ (u)}.
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Âìåñòå ñ òåì âûðàæåíèå {u | Φ (u)} ìîæåò è íå çàäàâàòü íåêîòîðîãî
ìíîæåñòâà. Îäíàêî â ñëó÷àå, êîãäà ïðåäâàðèòåëüíî óñòàíîâëåíî, ÷òî
∃Z ∀u (u ∈ Z ↔ Φ (u)) (à òàêèõ Z íå ìîæåò áûòü áîëåå îäíîãî ââèäó
Ext), ìû áóäåì ñ÷èòàòü åãî ëåãèòèìíûì. Îòìåòèì ñëåäóþùåå:

äëÿ ïðîèçâîëüíûõ X è Y âûðàæåíèÿ

X∩Y := {u | u ∈ X ∧ u ∈ Y } è X \Y := {u | u ∈ X ∧ u 6∈ Y }

çàäàþò ìíîæåñòâà;

äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íåïóñòîãî X âûðàæåíèå⋂
X := {u | u ∈ v äëÿ âñåõ v ∈ X}

çàäà�åò ìíîæåñòâî.
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Àêñèîìà îáúåäèíåíèÿ

Ñîåäèíÿòü ìíîæåñòâà â îäíî öåëîå ïîçâîëÿåò àêñèîìà îáúåäèíåíèÿ:

∀X ∃Y ∀u (u ∈ Y ↔ ∃v (v ∈ X ∧ u ∈ v)). (Union)

Ñòàëî áûòü, âûðàæåíèå⋃
X := {u | u ∈ v äëÿ íåêîòîðîãî v ∈ X}

çàäà�åò ìíîæåñòâî, êîòîðîå òðàäèöèîííî íàçûâàþò îáúåäèíåíèåì X .
Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ïðîèçâîëüíûõ X è Y ìû ìîæåì îïðåäåëèòü

X ∪ Y :=
⋃
{X ,Y } = {u | u ∈ X ∨ u ∈ Y },

íàçûâàåìîå îáúåäèíåíèåì X è Y .
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Àêñèîìà ñòåïåíè

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñôîðìóëèðîâàòü íàøó ñëåäóþùóþ àêñèîìó, óäîáíî
ââåñòè ñîêðàùåíèå

x ⊆ y := ∀v (v ∈ x → v ∈ y).

Åñëè X ⊆ Y , òî ãîâîðÿò, ÷òî X ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì Y , èëè Y
âêëþ÷àåò X . Àêñèîìà ñòåïåíè ãëàñèò:

∀X ∃Y ∀u (u ∈ Y ↔ u ⊆ X ). (Power)

Ñòàëî áûòü, âûðàæåíèå

P (X ) := {u | u ⊆ X}

çàäà�åò ìíîæåñòâî, êîòîðîå íàçûâàþò ìíîæåñòâîì-ñòåïåíüþ X .
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Àêñèîìà áåñêîíå÷íîñòè

Ðàññìîòðèì óñëîâèå

Ind (x) := ∅ ∈ x ∧ ∀u (u ∈ x → u ∪ {u} ∈ x).

Áóäåì íàçûâàòü X èíäóêòèâíûì, åñëè âåðíî Ind (X ). Èíòóèòèâíî
êàæäîå èíäóêòèâíîå ìíîæåñòâî áåñêîíå÷íî. Ïîýòîìó ñôîðìóëè-
ðóåì àêñèîìó áåñêîíå÷íîñòè òàê:

∃X Ind (X ). (Inf)

Çíà÷èò, Inf ãàðàíòèðóåò ñóùåñòâîâàíèå íåêîòîðîãî èíäóêòèâíîãî
ìíîæåñòâà.
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Ñõåìà àêñèîì ïîäñòàíîâêè

Â íàøåé ñèñòåìå äëÿ êàæäîãî óñëîâèÿ Φ (x , y) èìååòñÿ ñâîÿ àêñèîìà
ïîäñòàíîâêè:

∀x ∀y1 ∀y2 ((Φ (x , y1) ∧ Φ (x , y2))→ y1 = y2)→
∀X ∃Y ∀y (y ∈ Y ↔ ∃x (x ∈ X ∧ Φ (x , y))). (Repl)

Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå, êîãäà Φ (x , y) óäîâëåòâîðÿåò ïîñûëêå Repl,
ò.å. â îïðåäåëåííîì ñìûñëå ÿâëÿåòñÿ ¾ôóíêöèîíàëüíûì¿, äëÿ ïðî-
èçâîëüíîãî X âûðàæåíèå

{y | ∃x (x ∈ X ∧ Φ (x , y))}

çàäà�åò ìíîæåñòâî, ñâîåãî ðîäà ¾ïîëíûé îáðàç X îòíîñèòåëüíî Φ¿.
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Àêñèîìà ðåãóëÿðíîñòè

Çíà÷èòåëüíîå âëèÿíèå íà ñòðóêòóðó óíèâåðñà âñåõ ìíîæåñòâ îêàçû-
âàåò àêñèîìà ðåãóëÿðíîñòè:

∀X (X 6= ∅→ ∃u (u ∈ X ∧ X ∩ u = ∅)). (Reg)

(Íåò íåîáõîäèìîñòè âîñïðèíèìàòü ýòó àêñèîìó ñëèøêîì ñåðü�åçíî.)
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Îòíîøåíèÿ

Ïîä áèíàðíûìè (èëè äâóõìåñòíûìè) îòíîøåíèÿìè ìåæäó X è Y ìû
áóäåì ïîíèìàòü ïðîèçâîëüíûå ïîäìîæåñòâà X ×Y . Â ÷àñòíîñòè, ïðè
X = Y ìû áóäåì íàçûâàòü èõ åù�å áèíàðíûìè (èëè æå äâóõìåñòíûì)
îòíîøåíèÿìè íà X .

Ïî àíàëîãèè ìîæíî áûëî áû äàòü îïðåäåëåíèå òð�åõìåñòíûõ, ÷åòû-
ð�åõìåñòíûõ è ò.ä. îòíîøåíèé, îäíàêî êëþ÷åâóþ ðîëü âñ�å æå èãðàþò
èìåííî äâóõìåñòíûå.
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Ïóñòü R ⊆ X × Y . Âðåìåíàìè ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ¾èíôèêñíóþ
íîòàöèþ¿ è ïèñàòü xRy âìåñòî (x , y) ∈ R. Ìíîæåñòâà

dom (R) := {u ∈ X | ∃v uRv} è

range (R) := {v ∈ Y | ∃u uRv},

íàçûâàþò îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ è îáëàñòüþ çíà÷åíèé R ñîîòâåòñò-
âåííî. Äëÿ êàæäîãî U ⊆ X ìíîæåñòâî

R [U] := range (R ∩ U × Y ) = {v ∈ Y | ∃u (u ∈ U ∧ uRv)}

íàçûâàåòñÿ îáðàçîì U îòíîñèòåëüíî R.
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Îáðàòíîå îòíîøåíèå ê R îïðåäåëÿåòñÿ êàê

R−1 := {(y , x) | (x , y) ∈ R}

Î÷åâèäíî, åãî ñóùåñòâîâàíèå (êàê ìíîæåñòâà) ãàðàíòèðóåò Sep, âåäü
äëÿ ïðîèçâîëüíîé (x , y) ∈ R âûïîëíåíî (y , x) ∈ Y × X . Åñëè V ⊆ Y ,
òî îáðàç V îòíîñèòåëüíî R−1 íåðåäêî íàçûâàþò ïðîîáðàçîì V îòíî-
ñèòåëüíî R. Îòìåòèì, ÷òî

range (R) = dom
(
R−1

)
= R [X ],

range
(
R−1

)
= dom (R) = R−1 [Y ].
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Áèíàðíûå îòíîøåíèÿ ìîæíî åñòåñòâåííûì îáðàçîì êîìáèíèðîâàòü:
äëÿ ëþáûõ R ⊆ X × Y è Q ⊆ Y × Z ìíîæåñòâî

R ◦ Q := {(x , z) ∈ X × Z | ∃y (xRy ∧ yQz)}

íàçûâàåòñÿ êîìïîçèöèåé R è Q. Ñðåäè áèíàðíûõ îòíîøåíèé íà X
îñîáîå ìåñòî çàíèìàåò

idX := {(x , x) | x ∈ X} =
{

(x , y) ∈ X 2 | x = y
}
,

íàçûâàåìîå òîæäåñòâåííûì îòíîøåíèåì íà X .
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