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Ôóíêöèè

Ãîâîðÿò, ÷òî R ⊆ X × Y ôóíêöèîíàëüíî, åñëè

∀x ∀y1 ∀y2 ((xRy1 ∧ xRy2)→ y1 = y2).

Äàëåå, R íàçûâàþò ôóíêöèåé èç X â Y , è ïèøóò R : X → Y , åñëè
dom (R) = X è R ôóíêöèîíàëüíî.

Ïóñòü f : X → Y . Çíà÷èò, äëÿ ëþáîãî x ∈ X èìååòñÿ åäèíñòâåííîå
y ∈ Y òàêîå, ÷òî (x , y) ∈ f , êîòîðîå íàçûâàåòñÿ çíà÷åíèåì f â x è
îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç f (x). Òàê, ìû ïîëó÷àåì

range (f ) = {f (x) | x ∈ X}.
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Äëÿ êàæäîãî U ⊆ X îãðàíè÷åíèå (èëè ñóæåíèå) f íà U îïðåäåëÿåòñÿ
êàê

f �U := f ∩ U × Y .

Ðàçóìååòñÿ, f �U áóäåò ôóíêöèåé èç U â Y . Âîîáùå, åñëè f : X → Y
è g : U → Y òàêîâû, ÷òî U ⊆ X è f �U= g , òî g íàçûâàþò îãðàíè÷å-
íèåì f , a f � ðàñøèðåíèåì g . Îáîçíà÷èì

Y X := {f | f : X → Y }.

Ïîä äâóõìåñòíûìè, òð�åõìåñòíûìè è ò.ä. ôóíêöèÿìè èç X â Y ïîíè-
ìàþò ýëåìåíòû Y X 2

, Y X 3

è ò.ä.
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Ôóíêöèþ f èç X â Y íàçûâàþò:

ñþðüåêòèâíîé, èëè íà, åñëè range (f ) = Y ;

èíúåêòèâíîé, èëè îäíî-îäíîçíà÷íîé, åñëè f −1 ôóíêöèîíàëüíî.

áèåêòèâíîé, åñëè f ñþðüåêòèâíà è èíúåêòèâíà.

Ñþðüåêòèâíûå ôóíêöèè òàêæå íàçûâàþò ñþðüåêöèÿìè, èíúåêòèâíûå
� èíúåêöèÿìè, à áèåêòèâíûå � áèåêöèÿìè. Òî, ÷òî f ÿâëÿåòñÿ áèåê-
öèåé èç X íà Y , èíîãäà çàïèñûâàåòñÿ òàê:

f : X
1-1−−→
íà

Y .
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Àêñèîìà âûáîðà

Àêñèîìà âûáîðà

Îñîáîå ìåñòî â íàøåé ñèñòåìå çàíèìàåò àêñèîìà âûáîðà:

∀X
(
∅ 6∈ X → ∃f

(
f : X →

⋃
X ∧ ∀u ∈ X (f (u) ∈ u)

))
. (C)

Íåñìîòðÿ íà äîâîëüíî íåîäíîçíà÷íóþ èñòîðèþ ýòîé àêñèîìû, íûíå
îíà ñ÷èòàåòñÿ ñòàíäàðòíîé.
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Íàòóðàëüíûå ÷èñëà è èíäóêöèÿ

Âàæíûì ñëåäñòâèåì Inf ÿâëÿåòñÿ

∃X (Ind (X ) ∧ ∀Y (Ind (Y )→ X ⊆ Y )). (Nat)

ßñíî, ÷òî Nat ãàðàíòèðóåò ñóùåñòâîâàíèå íàèìåíüøåãî ïî âêëþ÷å-
íèþ èíäóêòèâíîãî ìíîæåñòâà, êîòîðîå îáîçíà÷àþò ÷åðåç N, èëè ℵ0,
èëè ω. Ýëåìåíòû N íàçûâàþò íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè, ðàçóìååòñÿ.

Âûâåñòè Nat èç Inf ìîæíî ñ ïîìîùüþ Sep. Äåéñòâèòåëüíî, çàôèêñè-
ðóåì êàêîå-íèáóäü èíäóêòèâíîå ìíîæåñòâî X0. Âîçüì�åì

N := {x ∈ X0 | ∀X (Ind (X )→ x ∈ X )}.

Ïî ïîñòðîåíèþ ∀X (Ind (X )→ N ⊆ X ). Êðîìå òîãî, ëåãêî ïðîâåðèòü,
÷òî Ind (N).
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Îïðåäåëèì ôóíêöèþ ïîñëåäîâàòåëÿ èç N â N êàê

s := {(n,m) ∈ N× N | m = n ∪ {n}}.

Äëÿ n ∈ N âìåñòî s (n) íåðåäêî ïèøóò n + 1. Èòàê, ñ íåôîðìàëüíîé
òî÷êè çðåíèÿ N ñîäåðæèò â òî÷íîñòè

0 := ∅,

1 := 0 + 1 = {0},
2 := 1 + 1 = {0, 1},
...

Ïîä (åñòåñòâåííûì) ïîðÿäêîì íà N ìû áóäåì ïîíèìàòü

< :=
{

(n,m) ∈ N2 | n ∈ m
}
.
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Ðàçóìååòñÿ, äëÿ âñåõ n,m ∈ N âåðíî ñëåäóþùåå:

i. ¬n < 0;

ii. n < m + 1↔ (n < m ∨ n = m).

Ïðè âûâîäå áîëåå ñëîæíûõ óòâåðæäåíèé èñïîëüçóåòñÿ:

Òåîðåìà (ïðèíöèï èíäóêöèè)

Ïóñòü X óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

0 ∈ X ∧ ∀n ∈ N (n ∈ X → n + 1 ∈ X ).

Òîãäà ∀n ∈ N n ∈ X , ò.å. N ⊆ X .

Çàìå÷àíèå: â ðîëè X ìîãóò âûñòóïàòü, íàïðèìåð, ìíîæåñòâà âèäà
{n ∈ N | Φ (n)}, à çíà÷èò, â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû ¾n ∈ X¿ ìîæíî
çàìåíèòü íà ¾Φ (n)¿.
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Ñëåäñòâèå

Äëÿ ëþáîãî n ∈ N âåðíî n ⊆ N, ò.å. n = {m ∈ N | m < n}.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ðàññìîòðèì óñëîâèå
Φ (x) := x ⊆ N.

Óñòàíîâèì ïî èíäóêöèè, ÷òî ∀n ∈ NΦ (n).

Áàçà èíäóêöèè: Ðàçóìååòñÿ, 0 ⊆ N.

Øàã èíäóêöèè: Ïðåäïîëîæèì, ÷òî n ∈ N è n ⊆ N. Òîãäà, î÷åâèäíî,
n + 1 ⊆ N.
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Ñëåäñòâèå

Äëÿ âñåõ n,m, k ∈ N âåðíî ñëåäóþùåå:

i. (m < k ∧ k < n)→ m < n;

ii. ¬n < n. %áåç ïðèìåíåíèÿ Reg

Äîêàçàòåëüñòâî.

i. Ïðîñòàÿ èíäóêöèÿ ïî n.

ii. Ïðîñòàÿ èíäóêöèÿ ïî n.

Ïîäðîáíîñòè ñì. íà äîñêå.
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Ñëåäñòâèå

Äëÿ âñåõ n,m ∈ N âåðíî ñëåäóþùåå:

i. 0 6 n;

ii. m < n↔ m + 1 6 n;

iii. n < m ∨ n = m ∨m < n.

(Ïðè ýòîì â (iii) äèçúþíêòû âçàèìíî èñêëþ÷àþò äðóã äðóãà.)

Äîêàçàòåëüñòâî.

i. Ðàññìîòðèì óñëîâèå

Φ (x) := 0 6 x .

Áàçà èíäóêöèè: Î÷åâèäíî, 0 6 0.

Øàã èíäóêöèè: Ïðåäïîëîæèì, ÷òî 0 6 n. Òîãäà 0 < n + 1, òåì áîëåå
0 6 n + 1. . . .
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Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå).

ii. Ðàññìîòðèì óñëîâèå

Φ (x) := ∀m ∈ N (m < x ↔ m + 1 6 x).

Áàçà èíäóêöèè: Î÷åâèäíî, ∀x (x 6∈ ∅ ∧ x ∪ {x} 6= ∅). Ïîýòîìó Φ (0).

Øàã èíäóêöèè: Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Φ (n). Íóæíî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî
m ∈ N âûâåñòè

m < n + 1 ←→ m + 1 6 n + 1.

�−→�: Ïóñòü m < n + 1. Òîãäà m < n èëè m = n. Â ïåðâîì ñëó÷àå
Φ (n) ãàðàíòèðóåò, ÷òî m + 1 6 n, îòêóäà m + 1 < n + 1. Âî âòîðîì
ñëó÷àå ìû ïîëó÷àåì m + 1 = n + 1.

�←−�: Ïóñòü m + 1 < n + 1 èëè m + 1 = n + 1. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ìû
èìååì m < n + 1 (â ïåðâîì ñëó÷àå ýòî ãàðàíòèðóåò òðàíçèòèâíîñòü
<, à âî âòîðîì � ñâîéñòâà ðàâåíñòâà). . . .

Ñ.Î. Ñïåðàíñêèé Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè ìíîæåñòâ



Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå).

iii. Ðàññìîòðèì óñëîâèå

Φ (x) := ∀m ∈ N (m < x ∨m = x ∨ x < m).

Áàçà èíäóêöèè: Î÷åâèäíî, Φ (0) ñðàçó ñëåäóåò èç (i).

Øàã èíäóêöèè: Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Φ (n). Íóæíî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî
m ∈ N âûâåñòè

n + 1 < m ∨ n + 1 = m ∨ m < n + 1.

Åñëè m 6 n, òî m < n + 1. Åñëè æå m 66 n, òî Φ (n) ãàðàíòèðóåò, ÷òî
n < m, îòêóäà n + 1 < m èëè n + 1 = m, â ñèëó (ii). Â ëþáîì ñëó÷àå
èìååò ìåñòî Φ (n + 1).
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Âîçâðàòíàÿ èíäóêöèÿ

Òåîðåìà (ïðèíöèï âîçâðàòíîé èíäóêöèè)

Ïóñòü X óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

∀n ∈ N (∀m < nm ∈ X → n ∈ X ).

Òîãäà ∀n ∈ N n ∈ X , ò.å. N ⊆ X .

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ðàññìîòðèì óñëîâèå
Φ (x) := x ⊆ X .

Áàçà èíäóêöèè: Î÷åâèäíî, ∅ ⊆ X .

Øàã èíäóêöèè: Ïðåäïîëîæèì, ÷òî n ⊆ X . Ñîãëàñíî óñëîâèþ, n ⊆ X
âëå÷�åò n ∈ X . Ñòàëî áûòü, n + 1 ⊆ X .

Â èòîãå ìû óñòàíîâèëè, ÷òî ∀n ∈ N n ⊆ X . Â ÷àñòíîñòè, äëÿ âñÿêîãî
n ∈ N èìååò ìåñòî n + 1 ⊆ X , à ïîòîìó n ∈ X .
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Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî X îáîçíà÷èì

Min (X ) := {x ∈ X | ¬∃u ∈ X u ∈ x}.

Ýëåìåíòû Min (X ) ìû áóäåì íàçûâàòü ∈-ìèíèìàëüíûìè â X .

Òåîðåìà (ïðèíöèï ìèíèìàëüíîãî ýëåìåíòà)

Åñëè X ⊆ N è X 6= ∅, òî Min (X ) 6= ∅.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïóñòü X ⊆ N è Min (X ) = ∅. Âîçüì�åì Y := N \ X . Çàìåòèì, ÷òî

∀n ∈ N (∀m < nm ∈ Y → n ∈ Y ).

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ∀m < nm ∈ Y , ÷òî ðàâíîñèëüíî ∀m < nm 6∈ X ,
òî n ∈ Y (ïîñêîëüêó èíà÷å n îêàæåòñÿ ∈-ìèíèìàëüíûì â X ). Ñòàëî
áûòü, Y = N ïî ïðèíöèïó âîçâðàòíîé èíäóêöèè, îòêóäà X = ∅.
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Ðåêóðñèÿ íà íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ

Êîððåêòíîñòü ïðîñòåéøèõ ðåêóðñèâíûõ îïðåäåëåíèé ôóíêöèé èç N
â Y ãàðàíòèðóåò:

Òåîðåìà (î ðåêóðñèè)

Ïóñòü y0 ∈ Y è h : N× Y → Y . Òîãäà ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííàÿ f :
N→ Y òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî n ∈ N,

f (n) =

{
y0 åñëè n = 0,

h (m, f (m)) åñëè n = m + 1.
(?)
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Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïóñòü k ∈ N. Áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèþ f èç k + 1 â Y ïðàâèëüíîé,
åñëè (?) âåðíî äëÿ âñåõ n ∈ k + 1. Ðàññìîòðèì

S := {k ∈ N | ñóù-åò åäèíñòâåííàÿ ïðàâèëüíàÿ f : k + 1→ Y }.

Äëÿ êàæäîãî k ∈ S ÷åðåç fk ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ñîîòâåòñòâóþùóþ
(åäèíñòâåííóþ) ïðàâèëüíóþ ôóíêöèþ èç k + 1 â Y .

Äàâàéòå óñòàíîâèì ïî èíäóêöèè, ÷òî S = N.

Áàçà èíäóêöèè: Î÷åâèäíî, {(0, y0)} � ýòî åäèíñòâåííàÿ ïðàâèëüíàÿ
ôóíêöèÿ èç 0 + 1 â Y . Ñòàëî áûòü, 0 ∈ S .

. . .
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Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå).

Øàã èíäóêöèè: Ïðåäïîëîæèì, ÷òî k ∈ S . Îïðåäåëèì

f ′k := fk ∪ {(k + 1, h (k , fk (k)))}.

Êàê ìîæíî ëåãêî âèäåòü, f ′k � ïðàâèëüíàÿ ôóíêöèÿ èç (k + 1) + 1 â
Y . Ïðîâåðèì å�å åäèíñòâåííîñòü. Ïóñòü g � ïðàâèëüíàÿ ôóíêöèÿ èç
(k + 1) + 1 â Y . Òîãäà:

a. îãðàíè÷åíèå g íà k + 1 ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíûì, à ïîòîìó ñîâïà-
äàåò ñ fk , ò.å. ñ îãðàíè÷åíèåì f ′k íà k + 1;

b. g (k + 1) = h (k, g (k)) = h (k , fk (k)) = h (k , f ′k (k)) = f ′k (k + 1).

Ñëåäîâàòåëüíî, g ñîâïàäàåò ñ f ′k . Òàêèì îáðàçîì, k + 1 ∈ S .

Òåïåðü óæå íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî

f :=
⋃
{fk | k ∈ N}

ÿâëÿåòñÿ èñêîìîé ôóíêöèåé èç N â Y .
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Òåîðåìà (î ðåêóðñèè, ïàðàìåòðèçîâàííàÿ)

Ïóñòü g0 ∈ Y X è h : X × N× Y → Y . Òîãäà ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåí-
íàÿ f : X × N→ Y òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáûõ x ∈ X è n ∈ N,

f (x , n) =

{
g0 (x) åñëè n = 0,

h (x ,m, f (x ,m)) åñëè n = m + 1.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ýòî óòâåðæäåíèå ìîæíî ñâåñòè ê îáû÷íîé òåîðåìå î ðåêóðñèè. Äëÿ
êàæäîé (n, g) ∈ N× Y X îïðåäåëèì h(n,g) : X → Y ïî ïðàâèëó

h(n,g) (x) := h (x , n, g (x)).

Ðàññìîòðèì h′ : N× Y X → Y X , äåéñòâóþùóþ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

h′ (n, g) := h(n,g).

. . .
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Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå).

Ïî òåîðåìå î ðåêóðñèè ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ f ′ : N→ Y X òàêàÿ,
÷òî äëÿ âñåõ n ∈ N,

f ′ (n) =

{
g0 åñëè n = 0,

h′ (m, f ′ (m)) åñëè n = m + 1.

Â ñâîþ î÷åðåäü, îò f ′ ìîæíî ïåðåéòè ê f : X × N→ Y ïî ïðàâèëó

f (x , n) := f ′ (n) (x).

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî f ÿâëÿåòñÿ èñêîìîé.

Ñ.Î. Ñïåðàíñêèé Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè ìíîæåñòâ


