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%ïîâòîðåíèå

Òåîðåìà (î ðåêóðñèè, ïàðàìåòðèçîâàííàÿ)

Ïóñòü g0 ∈ Y X è h : X × N× Y → Y . Òîãäà ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåí-

íàÿ f : X × N→ Y òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáûõ x ∈ X è n ∈ N,

f (x , n) =

{
g0 (x) åñëè n = 0,

h (x ,m, f (x ,m)) åñëè n = m + 1.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ýòî óòâåðæäåíèå ìîæíî ñâåñòè ê îáû÷íîé òåîðåìå î ðåêóðñèè. Äëÿ
êàæäîé (n, g) ∈ N× Y X îïðåäåëèì h(n,g) : X → Y ïî ïðàâèëó

h(n,g) (x) := h (x , n, g (x)).

. . .

Ñ.Î. Ñïåðàíñêèé Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè ìíîæåñòâ



%ïîâòîðåíèå

Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå).

Ðàññìîòðèì h′ : N× Y X → Y X , äåéñòâóþùóþ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

h′ (n, g) := h(n,g).

Ïî òåîðåìå î ðåêóðñèè ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ f ′ : N→ Y X òàêàÿ,
÷òî äëÿ âñåõ n ∈ N,

f ′ (n) =

{
g0 åñëè n = 0,

h′ (m, f ′ (m)) åñëè n = m + 1.

Â ñâîþ î÷åðåäü, îò f ′ ìîæíî ïåðåéòè ê f : X × N→ Y ïî ïðàâèëó

f (x , n) := f ′ (n) (x).

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî f ÿâëÿåòñÿ èñêîìîé.
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Ïàðàìåòðèçîâàííàÿ òåîðåìà î ðåêóðñèè ïîçâîëÿåò çàäàòü, íàïðèìåð,
ñëîæåíèå íà N ñëåäóþùèì îáðàçîì:{

+ (k , 0) = k ,

+ (k , s (m)) = s (+ (k ,m)).

Çäåñü òðåáóåìûå ôóíêöèè g0 è h îïðåäåëÿþòñÿ ïî ïðàâèëàì

g0 (k) := k è h (k ,m, n) := s (n).

Ðàçóìååñÿ, âìåñòî + (k, n) îáû÷íî ïèøóò k + n. Î÷åâèäíî,

+ (k , 1) = + (k , s (0)) = s (+ (k , 0)) = s (k),

à ïîòîìó äàííàÿ çàïèñü ñîãëàñóåòñÿ ñ ðàíåå ââåä�åííûì íàìè îáîçíà-
÷åíèåì k + 1 äëÿ s (k).
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Ñ ïîìîùüþ ïàðàìåòðèçîâàííîé òåîðåìû î ðåêóðñèè ëåãêî çàäàòü è
äðóãèå àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè íà N, òàêèå êàê óìíîæåíèå è âîç-
âåäåíèå â ñòåïåíü:{

k · 0 = 0,

k · s (m) = (k ·m) + k
è

{
k0 = 1,

ks(m) = km · k.

(Â ÷àñòíîñòè, ìû ñ÷èòàåì 00 = 1.)

Ïî èíäóêöèè ìîæíî óñòàíîâèòü ðàçëè÷íûå ïîëåçíûå ñâîéñòâà òð�åõ
âûøåóïîìÿíóòûõ îïåðàöèé.
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×àñòè÷íî-îïðåäåë�åííàÿ ðåêóðñèÿ

Áèíàðíîå îòíîøåíèå f ìåæäó X è Y íàçûâàþò ÷àñòè÷íîé ôóíêöèåé
èç X â Y , è ïèøóò f : ⊆ X → Y , åñëè f ôóíêöèîíàëüíî.

Òåîðåìà (î ðåêóðñèè, ÷àñòè÷íîé)

Ïóñòü y0 ∈ Y è h : ⊆ N× Y → Y . Òîãäà ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííàÿ

f : ⊆ N→ Y òàêàÿ, ÷òî:

a. äëÿ ëþáîãî n ∈ dom (f ),

f (n) =

{
y0 åñëè n = 0,

h (m, f (m)) åñëè n = m + 1;

b. ëèáî dom (f ) = N, ëèáî dom (f ) = k + 1 äëÿ íåêîòîðîãî k ∈ N,
ïðè÷�åì (k, f (k)) 6∈ dom (h).
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Äîêàçàòåëüñòâî.

Çàôèêñèðóåì êàêîé-íèáóäü îáúåêò û 6∈ Y è ïîëîæèì Y ′ := Y ∪ {û}.
Òåïåðü ðàñøèðèì h äî h′ : N× Y ′ → Y ′ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

h′ (n, y ′) :=

{
h (n, y ′) åñëè (n, y ′) ∈ dom (h),

û èíà÷å.

Â ñèëó òåîðåìû î ðåêóðñèè, ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííàÿ f ′ : N→ Y ′

òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî n ∈ N,

f ′ (n) =

{
y0 åñëè n = 0,

h′ (m, f ′ (m)) åñëè n = m + 1.

Âîçüì�åì
f := f ′ ∩ (N× Y ).

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî f áóäåò èñêîìîé.
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Áîëüøå ðåêóðñèè (ïîêà ÷òî ôèíèòíîé)

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî X îïðåäåëèì

X ∗ := {f | ∃n ∈ N (f : n→ X )}.

Ýëåìåíòû X ∗ íàçûâàþò êîíå÷íûìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè ýë-îâ X .

Òåîðåìà (î âîçâðàòíîé ðåêóðñèè)

Ïóñòü h : Y ∗ → Y . Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ f : N→ Y òàêàÿ,

÷òî äëÿ ëþáîãî n ∈ N,

f (n) = h (f �n).

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïî àíàëîãèè ñ äîêàçàòåëüñòâîì òåîðåìû î ðåêóðñèè. [. . . ]
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Íàïîñëåäîê ïðèâåä�åì âåðñèþ äëÿ êëàññ-ôóíêöèè. Óñëîâèå Φ (x , y)
íàçûâàåòñÿ ôóíêöèîíàëüíûì, åñëè

∀x ∀y1 ∀y2 ((Φ (x , y1) ∧ Φ (x , y2))→ y1 = y2).

Ïóñòü Φ (x , y) ôóíêöèîíàëüíî è u óäîâëåòâîðÿåò ∃y Φ (u, y). Òîãäà
çà JΦK (u) ìû áóäåì îáîçíà÷àòü òî ñàìîå åäèíñòâåííîå y , êîòîðîå
óäîâëåòâîðÿåò Φ (u, y). Íàêîíåö, â ñëó÷àå, êîãäà ∀x ∃y Φ (x , y), ìû
áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî Φ òîòàëüíî.
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Òåîðåìà (î âîçâðàòíîé ¾êëàññîâîé ðåêóðñèè¿)

Ïóñòü Φ (x , y) � òîòàëüíîå ôóíêöèîíàëüíîå óñëîâèå. Òîãäà ñóù�åò è

åäèíñòâåííàÿ ôóíêöèÿ f ñ dom (f ) = N òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî n ∈ N,

f (n) = JΦK (f �n).

Äîêàçàòåëüñòâî.

Èäåÿ çäåñü ïðèìåðíî òà æå, õîòÿ äåòàëåé ïîáîëüøå. Â íàøåì ìîäóëå
ýòà òåîðåìà íå áóäåò èãðàòü îñîáîé ðîëè, îäíàêî èìåííî ¾êëàññîâàÿ
ðåêóðñèÿ¿ ÿâëÿåòñÿ áàçîâûì èíñòðóìåíòîì â ÒÌ. [. . . ]

Ïàðàìåòðè÷åñêèå è ÷àñòè÷íûå âåðñèè òåîðåì î âîçâðàòíîé ðåêóðñèè
òàêæå ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü.
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Ðàâíîìîùíîñòü

Ãîâîðÿò, ÷òî X è Y ðàâíîìîùíû, è ïèøóò X ∼ Y , åñëè ñóùåñòâóåò
áèåêöèÿ èç X íà Y .

Òåîðåìà

Äëÿ âñåõ X , Y è Z âåðíî ñëåäóþùåå:

a. X ∼ X ;

b. åñëè X ∼ Y , òî Y ∼ X ;

c. åñëè X ∼ Y è Y ∼ Z , òî X ∼ Z .
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Ðàññìîòðèì îäèí ïîëåçíûé ïðèìåð. Ïóñòü íàñ èíòåðåñóþò òîëüêî
ïîäìíîæåñòâà X . Òîãäà äëÿ Y ⊆ X ïîä åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîé
ôóíêöèåé ïîíèìàþò χY : X → 2, äåéñòâóþùóþ ïî ïðàâèëó

χY (x) :=

{
1 åñëè x ∈ Y ,

0 åñëè x ∈ X \ Y .

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ, îòîáðàæàþùàÿ êàæäîå Y ∈ P (X )
â χY , ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé èç P (X ) íà 2X . Ñòàëî áûòü,

2X ∼ P (X ).

Áîëåå òîãî, â ëèòåðàòóðå èíîãäà ïèøóò 2X âìåñòî P (X ), õîòÿ ýòè
ìíîæåñòâà âîâñå íå ðàâíû.
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Ãîâîðÿò, ÷òî X ïî ìîùíîñòè ìåíüøå èëè ðàâíî Y , è ïèøóò X 4 Y ,
åñëè ñóùåñòâóåò èíúåêöèÿ èç X â Y . Î÷åâèäíî,

X 4 Y ⇐⇒ X ∼ Z äëÿ íåêîòîðîãî Z ⊆ Y .

Çàïèñü X ≺ Y ÿâëÿåòñÿ ñîêðàùåíèåì äëÿ óñëîâèÿ X 4 Y ∧ X 6∼ Y .
Áåçóñëîâíî, åñëè X ðàâíîìîùíî íåêîòîðîìó ñîáñòâåííîìó ïîäìíî-
æåñòâó Y , òî X 4 Y , íî X ≺ Y ïðè ýòîì ìîæåò íå èìåòü ìåñòà.
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Òåîðåìà

Äëÿ âñåõ X , Y è Z âåðíî ñëåäóþùåå:

a. åñëè X 4 Y è X ∼ Z , òî Z 4 Y ;

b. åñëè X 4 Y è Y ∼ Z , òî X 4 Z ;

c. X 4 X ;

d. åñëè X 4 Y è Y 4 Z , òî X 4 Z .

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ëþáîãî X âåðíî X 4 P (X ), ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ f
èç X â P (X ), äåéñòâóþùàÿ ïî ïðàâèëó

f (x) := {x},

î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ èíúåêöèåé.
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Òåîðåìà (Êàíòîðà, îáîáù�åííàÿ)

Äëÿ ëþáîãî X âåðíî X ≺ P (X ).

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ðàññóæäàÿ îò ïðîòèâíîãî, äàâàéòå ïðåäïîëîæèì, ÷òî X è P (X ) ðàâ-

íîìîùíû. Ïóñòü f : X
1-1−−→
íà

P (X ). Ðàññìîòðèì

Y := {x ∈ X | x 6∈ f (x)}.

Ïîñêîëüêó Y ∈ P (X ), òî íàéä�åòñÿ (è åäèíñòâåííûé, õîòÿ ýòî ñîâñåì
íå âàæíî) x ∈ X òàêîé, ÷òî f (x) = Y . Â èòîãå ìû ïîëó÷àåì

x ∈ Y ⇐⇒ x 6∈ f (x) ⇐⇒ x 6∈ Y

(ïî ïîñòðîåíèþ Y è ââèäó âûáîðà x). Ïðîòèâîðå÷èå.
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Íà ñàìîì äåëå, ìîæíî ïîñòðîèòü óñëîâèå Card (x) ñî ñëåäóþùèìè
ñâîéñòâàìè:

a. ∀X ∃!Y (Card (Y ) ∧ X ∼ Y ), ïðè ýòîì ñîîòâåòñòâóþùåå Y
îáîçíà÷àþò card (X ), èëè |X |, è íàçûâàþò êàðäèíàëüíûì
÷èñëîì X , èëè êàðäèíàëîì X , èëè ìîùíîñòüþ X ;

b. ∀X ∀Y (Card (X ) ∧ Card (Y ) ∧ X ∼ Y → X = Y ).

Ñîîòâåòñòâåííî ìîæíî êîððåêòíî îïðåäåëèòü |X | 6 |Y | êàê X 4 Y .
Â ðåçóëüòàòå 6 áóäåò ñâîåãî ðîäà ¾ïðåäïîðÿäêîì¿ íà êëàññå âñåõ
êàðäèíàëüíûõ ÷èñåë. Ïîêàæåì, ÷òî ýòî ¾÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê¿:
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Òåîðåìà (Êàíòîðà�Øð�åäåðà�Áåðíøòåéíà)

Åñëè X 4 Y è Y 4 X , òî X ∼ Y .

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïóñòü f : X
1-1−−→ Y è g : Y

1-1−−→ X . Çàìåòèì, ÷òî

X ⊇ g [Y ] ⊇ g [f [X ]] è X ∼ g [f [X ]].

Ñòàëî áûòü, ìû ïîëó÷àåì X ∼ g [Y ], â ñèëó ëåììû íèæå. Âìåñòå ñ
òåì g [Y ] ∼ Y , à ïîòîìó X ∼ Y .

Ëåììà

Åñëè X ⊇ Y ⊇ X ′ è X ∼ X ′, òî X ∼ Y ∼ X ′.
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Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïóñòü f : X
1-1−−→
íà

X ′. Îïðåäåëèì ïî ðåêóðñèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

X0, X1, X2, . . . è Y0, Y1, Y2, . . .

ïîäìíîæåñòâ X ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Xn :=

{
X åñëè n = 0,

f [Xm] åñëè n = m + 1
è

Yn :=

{
Y åñëè n = 0,

f [Ym] åñëè n = m + 1.

. . .
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Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå).

Ïî óñëîâèþ X0 ⊇ Y0 ⊇ X1. Îòñþäà ëåãêî ïîëó÷èòü ïî èíäóêöèè, ÷òî
äëÿ ëþáîãî n ∈ N âåðíî Xn ⊇ Yn ⊇ Xn+1. Çíà÷èò,

X0 ⊇ Y0 ⊇ X1 ⊇ Y1 ⊇ X2 ⊇ Y2 ⊇ . . .

Äëÿ êàæäîãî n ∈ N ïîëîæèì

Un := Xn \ Yn.

Äàëåå, îáîçíà÷èì

U :=
⋃
n∈N

Un è Z := X \ U.

. . .
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Äîêàçàòåëüñòâî (åù�å ÷óòü-÷óòü îñòàëîñü).

Òàêèì îáðàçîì,

X =
⋃
n∈N

Un ∪ Z è Y =
⋃
n∈N

Un+1 ∪ Z .

Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî f [Un] = Un+1 äëÿ âñåõ n ∈ N, à ïîòîìó f [U] =
U \ U0. Íàêîíåö, îïðåäåëèì g : X → Y ïî ïðàâèëó

g (x) :=

{
f (x) åñëè x ∈ U,

x åñëè x ∈ Z .

Ïîñêîëüêó g �U è g �Z ñóòü èíúåêöèè, ïðè÷�åì

range (g �U) =
⋃
n∈N

Un+1 è range (g �Z ) = Z ,

òî g ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé èç X íà Y . Ñòàëî áûòü, X ∼ Y ∼ X ′.
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