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Êîíå÷íûå ìíîæåñòâà

Ãîâîðÿò, ÷òî X èìååò n ýëåìåíòîâ (èëè X èìååò ìîùíîñòü n), ãäå
n ∈ N, åñëè X ∼ n. Äàëåå, X íàçûâàþò êîíå÷íûì, åñëè X ∼ n äëÿ
íåêîòîðîãî n ∈ N, è áåñêîíå÷íûì â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Â ñèëó ïðèíöèïà Äèðèõëå, äëÿ ëþáûõ {n,m} ⊆ N, åñëè n ∼ m, òî
n = m. Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî

(∀n ∈ N) Card (n).

Èíûìè ñëîâàìè, íàòóðàëüíûå ÷èñëà ñóòü êàðäèíàëû. Â ÷àñòíîñòè,
äëÿ n ∈ N âåðíî |n| = n, a X ∼ n ìîæíî ïåðåïèñàòü êàê |X | = n.
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Èç ïðèíöèïà Äèðèõëå òàêæå ñëåäóåò, ÷òî N áåñêîíå÷íî. Êðîìå òîãî,
äëÿ ëþáûõ {m, n} ⊆ N,

m 6 n ⇐⇒ m 4 n.

Ïîýòîìó ââåä¼ííûé íàìè ðàíåå ïîðÿäîê íà íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ ñîâ-
ïàä¼ò ñ ïîðÿäêîì íà ìîùíîñòÿõ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ.

Ïðåäëîæåíèå

Ïóñòü X áåñêîíå÷íî. Òîãäà |X | > n äëÿ âñåõ n ∈ N.
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Äîêàçàòåëüñòâî.

Ðàññìîòðèì óñëîâèå
Φ (x) := x 4 X .

Áàçà èíäóêöèè: Î÷åâèäíî, 0 4 X .

Øàã èíäóêöèè: Ïðåäïîëîæèì, ÷òî n 4 X , ò.å. ñóùåñòâóåò èíúåêöèÿ
f èç n â X . Ïîñêîëüêó X áåñêîíå÷íî, range (f ) 6= X . Âûáåðåì êàêîå-
íèáóäü xn ∈ X \ range (f ) è âîçüì¼ì

g := f ∪ {(n, xn)}.

ßñíî, ÷òî g : n + 1
1-1−−→ X . Ñòàëî áûòü, n + 1 4 X .

Èòàê, äëÿ ëþáîãî n ∈ N ìû èìååì n ≺ n + 1 4 X , îòêóäà n ≺ X .
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Ïðåäëîæåíèå

Ïóñòü X êîíå÷íî è |Y | 6 |X |. Òîãäà Y êîíå÷íî.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïîñêîëüêó X êîíå÷íî, òî |X | = n äëÿ íåêîòîðîãî n ∈ N. Ðàçóìååòñÿ,
Y äîëæíî áûòü êîíå÷íûì, ïîñêîëüêó èíà÷å n = |X | > |Y | > n.

¾Ñëîæíîå äîêàçàòåëüñòâî¿.

Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî X = n è Y ⊆ X , ãäå
n ∈ N. Èñïîëüçóÿ ðåêóðñèþ, îïðåäåëèì f : ⊆ N→ Y ïî ïðàâèëó

f (k) := ¾ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò â Y \ range (f �k)¿.

Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî f : ⊆ N 1-1−−→
íà

Y , ïðè÷¼ì dom (f ) = m äëÿ íåêî-

òîðîãî m 6 n.
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Ïðåäëîæåíèå

Ïóñòü f : X
íà−→ Y , ïðè÷¼ì X êîíå÷íî. Òîãäà |Y | 6 |X |.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî X = n, ãäå n ∈ N.
Îïðåäåëèì g : Y → n ïî ïðàâèëó

g (y) := ¾ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò â f −1 [{y}]¿.

Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî g : Y
1-1−−→ n. Ñòàëî áûòü, |Y | 6 |n| = n.
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Ïðåäëîæåíèå

Ïóñòü X è Y êîíå÷íû, ïðè÷¼ì X ∩ Y = ∅. Òîãäà X ∪ Y êîíå÷íî è

|X ∪ Y | = |X |+ |Y |.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Èíäóêöèÿ ïî |Y |.

Áàçà èíäóêöèè: Î÷åâèäíî, åñëè |Y | = 0, òî Y = ∅, à ïîòîìó

|X ∪ Y | = |X | = |X |+ 0 = |X |+ |Y |.

. . .
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Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå).

Øàã èíäóêöèè: Ïóñòü |Y | = n + 1, ò.å. ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ f èç n + 1
íà Y . Âîçüì¼ì

y := f (n) è Z := Y \ {y}.

Î÷åâèäíî, |Z | = n. Òîãäà

|X ∪ Y | = |(X ∪ Z ) ∪ {y}|
= |X ∪ Z |+ 1

= (|X |+ |Z |) + 1

= |X |+ (|Z |+ 1)

= |X |+ |Y |.
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Ïðåäëîæåíèå

Ïóñòü X è Y êîíå÷íû. Òîãäà X × Y è XY êîíå÷íû, ïðè÷¼ì

|X × Y | = |X | · |Y | è
∣∣XY

∣∣ = |X ||Y |.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ.
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Ïðî ℵ0

Äàâàéòå íàçûâàòü X ñ÷¼òíûì, åñëè |X | = |N|. Ãîâîðÿò, ÷òî X áîëåå
÷åì ñ÷¼òíî, åñëè |X | > |N|, è íå áîëåå ÷åì ñ÷¼òíî, åñëè |X | 6 |N|.

� Íî. . . äîëæíî æå áûòü |X | 6> |N| ! . . .
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Ïðî ℵ0

Äàâàéòå íàçûâàòü X ñ÷¼òíûì, åñëè |X | = |N|. Ãîâîðÿò, ÷òî X áîëåå
÷åì ñ÷¼òíî, åñëè |X | > |N|, è íå áîëåå ÷åì ñ÷¼òíî, åñëè |X | 6 |N|.

� Íî. . .

äîëæíî æå áûòü |X | 6> |N| ! . . .
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Ïðî ℵ0

Äàâàéòå íàçûâàòü X ñ÷¼òíûì, åñëè |X | = |N|. Ãîâîðÿò, ÷òî X áîëåå
÷åì ñ÷¼òíî, åñëè |X | > |N|, è íå áîëåå ÷åì ñ÷¼òíî, åñëè |X | 6 |N|.

� Íî. . . äîëæíî æå áûòü |X | 6> |N| ! . . .
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Ïðî ℵ0

Äàâàéòå íàçûâàòü X ñ÷¼òíûì, åñëè |X | = |N|. Ãîâîðÿò, ÷òî X áîëåå
÷åì ñ÷¼òíî, åñëè |X | > |N|, è íå áîëåå ÷åì ñ÷¼òíî, åñëè |X | 6 |N|.

� Íî. . . äîëæíî æå áûòü |X | 6> |N| ! . . .
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Ïðî ℵ0

Äàâàéòå íàçûâàòü X ñ÷¼òíûì, åñëè |X | = |N|. Ãîâîðÿò, ÷òî X áîëåå
÷åì ñ÷¼òíî, åñëè |X | > |N|, è íå áîëåå ÷åì ñ÷¼òíî, åñëè |X | 6 |N|.

� Íî. . . äîëæíî æå áûòü |X | 6> |N| ! . . .
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Ïðåäëîæåíèå (â ZFC)

Ïóñòü X áåñêîíå÷íî. Òîãäà ó X åñòü ñ÷¼òíîå ïîäìíîæåñòâî.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïóñòü η � êàêàÿ-íèáóäü ôóíêöèÿ âûáîðà äëÿ P (X ) \ {∅}. Èñïîëüçóÿ
ðåêóðñèþ, îïðåäåëèì f : N→ X ïî ïðàâèëó

f (k) := η (X \ range (f �k)).

Êàê ëåãêî âèäåòü, f : N 1-1−−→ X . Ïîýòîìó range (f ) áóäåò ñ÷¼òíûì ïîä-
ìíîæåñòâîì X .
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Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî

Card (N) .

Èíûìè ñëîâàìè, N ÿâëÿåòñÿ êàðäèíàëîì. Òàêèì îáðàçîì, |N| = N.
Êîãäà ðå÷ü èä¼ò î êàðäèíàëàõ, âìåñòî N ÷àñòî ïèøóò ℵ0.

Ñëåäñòâèå (â ZFC)

|X | > ℵ0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà X áåñêîíå÷íî è íåñ÷¼òíî.

Ïðåäëîæåíèå

|X | 6 ℵ0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà X êîíå÷íî èëè ñ÷¼òíî.
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Äîêàçàòåëüñòâî.

⇐= Òðèâèàëüíî.

=⇒ Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, çäåñü ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî X ⊆ N.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî X áåñêîíå÷íî. Èñïîëüçóÿ ðåêóðñèþ, îïðåäåëèì
f : N→ X ïî ïðàâèëó

f (k) := ¾ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò â X \ range (f �k)¿.

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî f : N 1-1−−→
íà

X .

Ñëåäñòâèå (â ZFC)

|X | 6> ℵ0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà |X | 6 ℵ0.

Ñ.Î. Ñïåðàíñêèé Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè ìíîæåñòâ



Ïðåäëîæåíèå

Ïóñòü f : X
íà−→ Y , ïðè÷¼ì X íå áîëåå ÷åì ñ÷¼òíî. Òîãäà Y íå áîëåå

÷åì ñ÷¼òíî.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî X ⊆ N. Îïðåäåëèì g :
Y → X ïî ïðàâèëó

g (y) := ¾ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò â f −1 [{y}]¿.

Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî g : Y
1-1−−→ X . Ñòàëî áûòü, |Y | 6 |X | 6 ℵ0.
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Â ÷àñòíîñòè, ìû ïîëó÷àåì ïîëåçíûé êðèòåðèé:

Ñëåäñòâèå

Íåïóñòîå X íå áîëåå ÷åì ñ÷¼òíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñò-

âóåò ñþðüåêöèÿ èç N íà X .

Äîêàçàòåëüñòâî.

Â êà÷åñòâå ïðîñòîãî óïðàæíåíèÿ.

Eù¼ îäíî ïîëåçíîå íàáëþäåíèå:

Ñëåäñòâèå

Ïóñòü R � îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà X , ïðè÷¼ì X íå áîëåå ÷åì

ñ÷¼òíî. Òîãäà X/R íå áîëåå ÷åì ñ÷¼òíî.
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Ïðåäëîæåíèå

Ïóñòü X è Y íå áîëåå ÷åì ñ÷¼òíû. Òîãäà X ×Y íå áîëåå ÷åì ñ÷¼òíî.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî X ,Y ⊆ N. Ñòàëî
áûòü, íóæíî óñòàíîâèòü ñ÷¼òíîñòü N× N. Îïðåäåëèì ν : N× N→ N
ïî ïðàâèëó

ν (n,m) := 2n · (2m + 1)− 1.

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ν áèåêòèâíà.

Òåïåðü óæå ëåãêî äîêàçàòü ñ÷¼òíîñòü N× N× N, N× N× N× N, . . .
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Ñëåäñòâèå

Ïóñòü X è Y íå áîëåå ÷åì ñ÷¼òíû. Òîãäà X ∪ Y íå áîëåå ÷åì ñ÷¼òíî.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïîñêîëüêó X è Y \ X ðàâíîìîùíû íåêîòîðûì ïîäìíîæåñòâàì ñîîò-
âåòñòâåííî N× {0} è N× {1}, òî X ∪ (Y \ X ) = X ∪ Y ðàâíîìîùíî
ïîäìíîæåñòâó N× N, à ïîòîìó íå áîëåå ÷åì ñ÷¼òíî.

Ñëåäñòâèå

Ïóñòü X êîíå÷íî, ïðè÷¼ì åãî ýëåìåíòû íå áîëåå ÷åì ñ÷¼òíû. Òîãäà⋃
X íå áîëåå ÷åì ñ÷¼òíî.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïðîñòàÿ èíäóêöèÿ ïî |X |.
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Ðàññìîòðèì óñëîâèå ¾áûòü (áåñêîíå÷íîé) ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ¿:

Seq (F ) := ∃Y F : N→ Y .

Åñëè Seq (F ) è n ∈ N, òî âìåñòî F (n) íåðåäêî ïèøóò Fn.

Òåîðåìà

Ïóñòü F � ýòî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ò.å. Seq (F )
è (∀x ∈ N) Seq (Fn). Òîãäà

⋃
{range (Fn) | n ∈ N} íå áîëåå ÷åì ñ÷¼òíî.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Îïðåäåëèì g : N× N→
⋃
{range (Fn) | n ∈ N} ïî ïðàâèëó

g (n,m) := Fn (m).

Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî g ñþðüåêòèâíà.
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Ñëåäñòâèå (â ZFC)

Ïóñòü X íå áîëåå ÷åì ñ÷¼òíî, è âñå ýëåìåíòû X òàêæå íå áîëåå ÷åì

ñ÷¼òíû. Òîãäà
⋃
X íå áîëåå ÷åì ñ÷¼òíî.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî X 6= ∅ è ∅ 6∈ X . Ïóñòü
g � ñþðüåêöèÿ èç N íà X . Äëÿ êàæäîãî n ∈ N ïîëîæèì

Sn :=
{
f | f : N íà−→ g (n)

}
.

Î÷åâèäíî, Sn 6= ∅ äëÿ âñÿêîãî n ∈ N. Îáîçíà÷èì {Sn | n ∈ N} ÷åðåç
S . Ïóñòü η � êàêàÿ-íèáóäü ôóíêöèÿ âûáîðà äëÿ S . Íàêîíåö, îïðå-
äåëèì F : N→

⋃
S ïî ïðàâèëó

F (n) := η (Sn)

ßñíî, ÷òî
⋃
{range (Fn) | n ∈ N} =

⋃
{g (n) | n ∈ N} =

⋃
X .
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Òåîðåìà

Ïóñòü X íå áîëåå ÷åì ñ÷¼òíî è íåïóñòî. Òîãäà X ∗ ñ÷¼òíî.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Çàôèêñèðóåì g : N íà−→ X . Î÷åâèäíî, f ◦ g ∈ X ∗ äëÿ âñÿêîãî f ∈ N∗.
Îïðåäåëèì G : N∗ → X ∗ ïî ïðàâèëó

G (f ) := f ◦ g .

Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî G ñþðüåêòèâíà. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü,
÷òî N∗ ñ÷¼òíî è X ∗ áåñêîíå÷íî.

. . .
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Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå).

Ïóñòü ν : N× N 1-1−−→
íà

N. Ðàçóìååòñÿ, ìîæíî ïîñòðîèòü left : N→ N è

right : N→ N òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáûõ n,m ∈ N,

left (ν (n,m)) = n è right (ν (n,m)) = m.

Èñïîëüçóÿ ðåêóðñèþ, ìîæíî îïðåäåëèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòåé f , óäîâëåòâîðÿþùóþ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

f0 (i) = ∅
fn+1 (i) = fn (left (i)) ∪ {(n, right (i))}.

Äàëåå, íåòðóäíî äîêàçàòü ïî èíäóêöèè, ÷òî äëÿ êàæäîãî n ∈ N,

range (fn) = {g | g : n→ N}.

Ñòàëî áûòü,
⋃
{range (fn) | n ∈ N} = N∗. Ïîýòîìó N∗ ñ÷¼òíî.

. . .
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Äîêàçàòåëüñòâî (ïîñëåäíèå øòðèõè).

Îñòàëîñü ïðîâåðèòü, ÷òî X ∗ áåñêîíå÷íî. Äëÿ ýòîãî âûáåðåì êàêîé-
íèáóäü x0 ∈ X è îïðåäåëèì h : N→ X ∗ ïî ïðàâèëó

h (n) := n × {x0},

ò.å. h (n) � ýòî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äëèíû n èç x0-îâ. Î÷åâèäíî, h
èíúåêòèâíà, à ïîòîìó X ∗ íå ìîæåò áûòü êîíå÷íûì.
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Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî X îáîçíà÷èì

Pfin (X ) := {Y | Y ⊆ X è Y êîíå÷íî}.

Îòìåòèì, ÷òî â òåîðåìå Êàíòîðà íåëüçÿ çàìåíèòü P íà Pfin:

Ñëåäñòâèå

Ïóñòü X ñ÷¼òíî. Òîãäà Pfin (X ) ñ÷¼òíî.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ðàññìîòðèì h : X ∗ → Pfin (X ), äåéñòâóþùóþ ïî ïðàâèëó

h (f ) := range (f ).

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî h ñþðüåêòèâíà.
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Òåîðåìà (â ZFC)

Ïóñòü X áåñêîíå÷íî, à Y íå áîëåå ÷åì ñ÷¼òíî. Òîãäà |X ∪ Y | = |X |.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî X ∩ Y = ∅. Ïðè ýòîì
ó X èìååòñÿ íåêîå ñ÷¼òíîå ïîäìíîæåñòâî Z . ßñíî, ÷òî Y ∪ Z ñ÷¼òíî.

Ïóñòü f : Y ∪ Z
1-1−−→
íà

Z . Îïðåäåëèì g : X ∪ Y → X ïî ïðàâèëó

g (x) :=

{
f (x) åñëè x ∈ Y ∪ Z ,

x åñëè x ∈ X \ Z .

Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî g áèåêòèâíà.
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Ñëåäñòâèå (â ZFC)

Ïóñòü X áîëåå ÷åì ñ÷., à Y íå áîëåå ÷åì ñ÷. Òîãäà |X \ Y | = |X |.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Âîçüì¼ì U := X ∩Y è V := X \U. ßñíî, ÷òî U íå áîëåå ÷åì ñ÷¼òíî,
à V áåñêîíå÷íî. Çíà÷èò, |X | = |V ∪ U| = |V | = |X \ Y |.
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