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×.ó.ì. è ë.ó.ì.

Ïîä ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûì ìíîæåñòâîì, èëè ÷.ó.ì., ïîíèìàåòñÿ
óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà âèäà 〈A,6〉, ãäå 6 � ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê íà A;
â ñëó÷àå, êîãäà 6 ëèíåéíî, 〈A,6〉 íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî óïîðÿäî÷åí-
íûì ìíîæåñòâîì, èëè ë.ó.ì.

Âîîáùå, (íåïóñòûå) ìíîæåñòâà ñ çàäàííûìè íà íèõ îòíîøåíèÿìè è
ôóíêöèÿìè íàçûâàþòñÿ ñòðóêòóðàìè. Â ðîëè ìåòàïåðåìåííûõ äëÿ
ñòðóêòóð âûñòóïàþò ãîòè÷åñêèå ïðîïèñíûå áóêâû: A, B, C, . . .
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♥ Íåìåöêàÿ ðóêîïèñü ♥
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Ïóñòü äàíû ÷.ó.ì. A = 〈A,6〉 è S ⊆ A. Ãîâîðÿò, ÷òî a ∈ A ÿâëÿåòñÿ:

ìàêñèìàëüíûì â S â A, åñëè a ∈ S è ¬(∃x ∈ S) a < x ;

ìèíèìàëüíûì â S â A, åñëè a ∈ S è ¬(∃x ∈ S) x < a;

íàèáîëüøèì â S â A, åñëè a ∈ S è (∀x ∈ S) x 6 a;

íàèìåíüøèì â S â A, åñëè a ∈ S è (∀x ∈ S) a 6 x .

Êðîìå òîãî, a íàçûâàþò:

âåðõíåé ãðàíüþ S â A, åñëè (∀x ∈ S) x 6 a;

íèæíåé ãðàíüþ S â A, åñëè (∀x ∈ S) a 6 x ;

ñóïðåìóìîì S â A, åñëè a � íàèì. âåðõíÿÿ ãðàíü S â A;

èíôèìóìîì äëÿ S â A, åñëè a � íàèá. íèæíÿÿ ãðàíü S â A.

Êîãäà ÿñíî, î êàêîì A èä¼ò ðå÷ü, óòî÷íåíèå ¾â A¿ ÷àñòî îïóñêàþò.
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Ïðåäëîæåíèå

Ïóñòü A � ÷.ó.ì. Òîãäà:

i. ñóùåñòâóåò íå áîëåå îäíîãî íàèáîëüøåãî â A ýëåìåíòà;

ii. âñÿêèé íàèáîëüøèé â A ýëåìåíò ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì â A;

iii. ëþáûå äâà ðàçëè÷íûõ ìàêñèìàëüíûõ â A ýëåìåíòà íåñðàâíèìû.

Àíàëîãè÷íî äëÿ íàèìåíüøèõ è ìèíèìàëüíûõ ýëåìåíòîâ.

Ïðåäëîæåíèå

Ïóñòü A � ë.ó.ì. Òîãäà âñÿêèé ìàêñèìàëüíûé â A ýëåìåíò ÿâëÿåòñÿ
íàèáîëüøèì â A (è íàîáîðîò). Àíàëîãè÷íî äëÿ ìèíèìàëüíûõ è íàè-
ìåíüøèõ ýëåìåíòîâ.
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Èçîìîðôèçìû ìåæäó ÷.ó.ì.

Ïóñòü äàíû ÷.ó.ì. A = 〈A,6A〉 è B = 〈B,6B〉. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî
ôóíêöèÿ f èç A â B ñîõðàíÿåò ïîðÿäîê, èëè ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèç-
ìîì èç A â B, åñëè äëÿ ëþáûõ a1, a2 ∈ A

a1 6A a2 =⇒ f (a1) 6B f (a2). (∗)

Êîìïîçèöèÿ ãîìîìîðôèçìîâ ñíîâà ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì, êàê
ëåãêî âèäåòü. Èíúåêòèâíûé ãîìîìîðôèçì f èç A â B íàçûâàåòñÿ
âëîæåíèåì A â B, åñëè (∗) óñèëèâàåòñÿ äî ýêâèâàëåíòíîñòè.

Ïðåäëîæåíèå

Ïóñòü äàíû ë.ó.ì. A è ÷.ó.ì. B. Òîãäà âñÿêèé èíúåêòèâíûé ãîìîìîð-
ôèçì èç A â B ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì A â B.
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Ïîä èçîìîðôèçìîì èç A íà B ïîíèìàåòñÿ ñþðúåêòèâíîå âëîæåíèå
A â B. Ãîâîðÿò, ÷òî A è B èçîìîðôíû, è ïèøóò A ' B, åñëè ñóùå-
ñòâóåò èçîìîðôèçì èç A íà B.

Ïðåäëîæåíèå

Äëÿ âñåõ ÷.ó.ì. A, B è C:

a. A ' A;

b. åñëè A ' B, òî B ' A;

c. åñëè A ' B è B ' C, òî A ' C.

Èçîìîðôèçìû èç A íà A íàçûâàþò àâòîìîðôèçìàìè A. Èõ ìîæíî
âîñïðèíèìàòü êàê ñâîåãî ðîäà ñèììåòðèè.
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Áàçîâûå ïðåîáðàçîâàíèÿ íàä ÷.ó.ì.

I. Ïóñòü äàíû ÷.ó.ì. A = 〈A,6〉 è S ⊆ A. Âîçüì�åì

6S := 6 ∩S × S .

Òîãäà 〈S ,6S〉 � ÷.ó.ì., êîòîðîå íàçûâàþò èíäóöèðîâàííûì â
A ïî S . Ïðè ýòîì èç ë.ó.ì. âñåãäà ïîëó÷èòñÿ ë.ó.ì.

II. Ïóñòü äàíû ÷.ó.ì. A = 〈A,6A〉 è B = 〈B,6B〉, ïðè÷�åì A è B
íå ïåðåñåêàþòñÿ. Âîçüì�åì

6 := 6A ∪ 6B ∪A× B.

Òîãäà 〈A ∪ B,6〉 � ÷.ó.ì., êîòîðîå áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ A⊕B.
Ïðè ýòîì èç äâóõ ë.ó.ì. âñåãäà ïîëó÷èòñÿ ë.ó.ì.
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III. Ïóñòü äàíû ÷.ó.ì. A = 〈A,6A〉 è B = 〈B,6B〉. Îïðåäåëèì 6 íà
A× B ïî ïðàâèëó

〈a1, b1〉 6 〈a2, b2〉 :⇐⇒ a1 6A a2 è b1 6B b2.

Òîãäà 〈A× B,6〉 � ÷.ó.ì., ãäå 6 òðàäèöèîííî íàçûâàþò ïîêîîð-
äèíàòíûì ïîðÿäêîì. Ðàçóìååòñÿ, äàæå â ñëó÷àå, êîãäà 6A è 6B

áûëè ëèíåéíûìè, 6 ìîæåò îêàçàòüñÿ íåëèíåéíûì.

IV. Ìîäèôèöèðóåì ïðåäûäóùóþ êîíñòðóêöèþ, ñäåëàâ îäíó èç êîîð-
äèíàò ãëàâíîé. Íàïðèìåð, âòîðóþ:

〈a1, b1〉 6 〈a2, b2〉 :⇐⇒
b1 <B b2 èëè (b1 = b2 è a1 6A a2).

Òîãäà 〈A× B,6〉 � ÷.ó.ì., êîòîðîå ìû áóäåì îáîçíà÷àòü A⊗B.
Ïðè ýòîì èç äâóõ ë.ó.ì. âñåãäà ïîëó÷èòñÿ ë.ó.ì.
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Òðàíñôèíèòíàÿ èíäóêöèÿ è ôóíäèðîâàííîñòü

Ãîâîðÿò, ÷òî äëÿ ÷.ó.ì. A = 〈A,6〉 âåðåí ïðèíöèï òðàíñôèíèòíîé
èíäóêöèè, åñëè äëÿ âñÿêîãî X ⊆ A,

(∀x ∈ A) ((∀y < x) y ∈ X → x ∈ X ) −→ X = A.

Êðîìå òîãî, áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äëÿ A âåðåí ïðèíöèï ìèíèìàëü-
íîãî ýëåìåíòà, åñëè äëÿ ëþáîãî X ⊆ A,

X 6= ∅ −→ (∃x ∈ X )¬(∃y ∈ X ) y < x ;

òàêîãî ðîäà ÷.ó.ì. íàçûâàþò ôóíäèðîâàííûìè.

Òåîðåìà

Äëÿ ÷.ó.ì. A âåðåí ïðèíöèï òðàíñôèíèòíîé èíäóêöèè òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà A ôóíäèðîâàíî.

Ñ.Î. Ñïåðàíñêèé Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè ìíîæåñòâ



Äîêàçàòåëüñòâî (ïóò�åì ïåðåïèñûâàíèÿ).

Ïóñòü X ⊆ A. Îáîçíà÷èì A \ X ÷åðåç X . Òîãäà

(∀x ∈ A) ((∀y < x) y ∈ X → x ∈ X )→ X = A ⇐⇒
X 6= A→ ¬(∀x ∈ A) ((∀y < x) y ∈ X → x ∈ X ) ⇐⇒
X 6= A→ (∃x ∈ A)¬ ((∀y < x) y ∈ X → x ∈ X ) ⇐⇒

X 6= A→ (∃x ∈ A) ((∀y < x) y ∈ X ∧ x 6∈ X ) ⇐⇒
X 6= A→ (∃x ∈ A) (¬(∃y 6∈ X ) y < x ∧ x 6∈ X ) ⇐⇒
X 6= A→ (∃x ∈ A)

(
¬
(
∃y ∈ X

)
y < x ∧ x 6∈ X

)
⇐⇒

X 6= ∅→
(
∃x ∈ X

)
¬
(
∃y ∈ X

)
y < x .

Ïðè ýòîì {X | X ⊆ A} ñîâïàäàåò ñ
{
X | X ⊆ A

}
, ðàçóìååòñÿ.
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Íåòðóäíî ïðîâåðèòü ñëåäóþùåå.

I. Ïóñòü äàíû ôóíäèðîâàííûå ÷.ó.ì. A è B, ïðè÷�åì A ∩ B = ∅.
Òîãäà A⊕B áóäåò ôóíäèðîâàííûì ÷.ó.ì.

II. Ïóñòü äàíû ôóíäèðîâàííûå ÷.ó.ì. A è B. Òîãäà A⊗B áóäåò
ôóíäèðîâàííûì ÷.ó.ì.

Íà ñàìîì äåëå, îïåðàöèè ⊕ è ⊗ òåñíûì îáðàçîì ñâÿçàíû ñî ñëîæå-
íèåì è óìíîæåíèåì îðäèíàëîâ, î êîòîðûõ ïîéä�åò ðå÷ü ïîçæå.

Ôóíäèðîâàííûå ë.ó.ì. åù�å íàçûâàþò âïîëíå óïîðÿäî÷åííûìè ìíî-
æåñòâàìè, èëè â.ó.ì., à ñîîòâåòñòâóþùèå èì (ëèíåéíûå) ïîðÿäêè �
ïîëíûìè ïîðÿäêàìè. Â ÷àñòíîñòè, âñå îðäèíàëû áóäóò â.ó.ì.
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Íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû î â.ó.ì.

Ïóñòü äàíî â.ó.ì. A = 〈A,6〉. Ìû áóäåì íàçûâàòü S ⊆ A íà÷àëüíûì
ñåãìåíòîì A, åñëè äëÿ ëþáûõ a1, a2 ∈ A,

a1 6 a2 è a2 ∈ S =⇒ a1 ∈ S .

Â ÷àñòíîñòè, ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ êàæäîãî a ∈ A ìíîæåñòâî

[0, a)A := {x ∈ A | x < a}

ÿâëÿåòñÿ íà÷àëüíûì ñåãìåíòîì A. Êîãäà ÿñíî, î êàêîì A èä�åò ðå÷ü,
íèæíèé èíäåêñ ·A îáû÷íî îïóñêàåòñÿ.

Ïðåäëîæåíèå

Ïóñòü A � â.ó.ì., à S � íà÷àëüíûé ñåãìåíò A, îòëè÷íûé îò A. Òîãäà
ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé a ∈ A òàêîé, ÷òî S = [0, a).

Ñ.Î. Ñïåðàíñêèé Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè ìíîæåñòâ



Îáîçíà÷èì ÷åðåç ISA ìíîæåñòâî âñåõ íà÷àëüíûõ ñåãìåíòîâ â.ó.ì. A,
îòëè÷íûõ îò A, è îïðåäåëèì

⊆ISA
:= {(U,V ) ∈ ISA × ISA | U ⊆ V }.

Ðàçóìååòñÿ, ⊆ISA
ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íûì ïîðÿäêîì íà ISA. Áîëåå òîãî:

Ïðåäëîæåíèå

Äëÿ êàæäîãî â.ó.ì. A âåðíî A ' 〈ISA,⊆ISA
〉.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ðàññìîòðèì f : A→ ISA, äåéñòâóþùóþ ïî ïðàâèëó

f (a) := [0, a).

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî îíà áóäåò íóæíûì èçîìîðôèçìîì.
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Ïðåäëîæåíèå

Ïóñòü A � â.ó.ì., à f � âëîæåíèå èç A â A (èëè ¾ñòðîãî âîçðàñòàþ-
ùàÿ ôóíêöèÿ èç A â A¿). Òîãäà f (a) > a äëÿ âñåõ a ∈ A.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ðàññìîòðèì
X := {a ∈ A | f (a) 6> a}.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî X 6= ∅. Òîãäà â X åñòü ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò x .
ßñíî, ÷òî f (x) < x ; ïîýòîìó f (f (x)) < f (x), ò.å. f (x) ∈ X . Îäíàêî
f (x) < x � ïðîòèâîðå÷èå.
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Ñëåäñòâèå

Äëÿ êàæäîãî â.ó.ì. A åäèíñòâåííûì àâòîìîðôèçìîì A ÿâëÿåòñÿ idA.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïóñòü f � àâòîìîðôèçì A. Î÷åâèäíî, f −1 òàêæå áóäåò àâòîìîðôèç-
ìîì A. Ïîýòîìó äëÿ êàæäîãî a ∈ A âåðíî a = f −1 (f (a)) > f (a) > a,
îòêóäà f (a) = a.

Ñëåäñòâèå

Äëÿ ëþáûõ â.ó.ì. A è B èìååòñÿ íå áîëåå îäíîãî èçîì-ìà èç A íà B.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïóñòü f è g � èçîìîðôèçìû èç A íà B. Ðàçóìååòñÿ, f ◦ g−1 � àâòî-
ìîðôèçì A. Ñòàëî áûòü, f ◦ g−1 = idA, à ïîòîìó f = g .
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Ïîðîé óäîáíî (õîòÿ è íå ñîâñåì ïðàâèëüíî) îòîæäåñòâëÿòü íà÷àëü-
íûå ñåãìåíòû äàííîãî â.ó.ì. A ñ òåìè â.ó.ì., êîòîðûå ýòè ñåãìåíòû
èíäóöèðóþò â A. Ýòî íå äîëæíî ïðèâîäèòü ê ïóòàíèöå.

Ëåììà

Íèêàêîé ñîáñòâ. íà÷. ñåãìåíò â.ó.ì. A íå ìîæåò áûòü èçîìîðôåí A.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïóñòü f � èçîìîðôèçì èç A íà íåêîòîðûé ñîáñòâåííûé íà÷àëüíûé
ñåãìåíò A. Òîãäà range (f ) = [0, a) äëÿ ïîäõîäÿùåãî a ∈ A. Ïîýòîìó
f (a) < a, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäëîæåíèþ âûøå.
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Òåîðåìà (î ñðàâíåíèè â.ó.ì.)

Äëÿ ëþáûõ â.ó.ì. A è B èìååò ìåñòî ðîâíî îäèí èç òð�åõ ñëó÷àåâ:

i. A è B èçîìîðôíû;

ii. A èçîìîðôíî ñîáñòâåííîìó íà÷àëüíîìó ñåãìåíòó B;

iii. B èçîìîðôíî ñîáñòâåííîìó íà÷àëüíîìó ñåãìåíòó A.

Ïðè ýòîì â (ii�iii) ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå íà÷àëüíûå ñåãìåíòû
îïðåäåëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Åäèíñòâåííîñòü ñåãìåíòîâ â (ii�iii), à òàêæå òî, ÷òî (i�iii) âçàèìíî èñ-
êëþ÷àþò äðóã äðóãà, íåòðóäíî âûâåñòè èç ëåììû âûøå.

. . .

Ñ.Î. Ñïåðàíñêèé Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè ìíîæåñòâ



Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå).

Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî îäèí èç òð�åõ ñëó÷àåâ îáÿçàí èìåòü ìåñòî. Äëÿ
ýòîãî ðàññìîòðèì

ξ := {(a, b) ∈ A× B | [0, a)A è [0, b)B èçîìîðôíû}.

Èñïîëüçóÿ ëåììó âûøå, íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ξ è ξ−1 áóäóò ôóíê-
öèîíàëüíû. Ïîíÿòíî, ÷òî èçîìîðôèçìû â.ó.ì. ïåðåâîäÿò íà÷àëüíûå
ñåãìåíòû â íà÷àëüíûå ñåãìåíòû. Â ÷àñòíîñòè:

åñëè f ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì èç [0, a)A íà [0, b)B, è a′ <A a,
òî f �[0,a′) áóäåò èçîìîðôèçìîì èç [0, a′)A íà [0, f (a′))B;

åñëè f ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì èç [0, b)B íà [0, a)A, è b′ <B b,
òî f �[0,b′) áóäåò èçîìîðôèçìîì èç [0, b′)B íà [0, f (b′))A.

. . .
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Äîêàçàòåëüñòâî (îêîí÷àíèå).

Çíà÷èò, dom (ξ) è range (ξ) îêàæóòñÿ íà÷àëüíûìè ñåãìåíòàìè A è B
ñîîòâåòñòâåííî, è äëÿ ëþáûõ a1, a2 ∈ dom (ξ),

a1 <A a2 ⇐⇒ ξ (a1) <B ξ (a2).

Ñòàëî áûòü, ξ ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì èç dom (ξ) íà range (ξ). Åñëè
dom (ξ) 6= A è range (ξ) 6= B, òî íàéäóòñÿ a ∈ A è b ∈ B òàêèå, ÷òî

dom (ξ) = [0, a) è range (ξ) = [0, b);

îäíàêî òîãäà (a, b) ∈ ξ � ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëüíî, dom (ξ) = A
èëè range (ξ) = B, îòêóäà ïîëó÷àåòñÿ íóæíûé ðåçóëüòàò.
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