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Îðäèíàëüíûå ÷èñëà

Áóäåì íàçûâàòü X òðàíçèòèâíûì, åñëè
⋃
X ⊆ X , ÷òî ðàâíîñèëüíî

X ⊆ P (X ). Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî X îïðåäåëèì

∈X := {(u, v) ∈ X × X | u ∈ v}.

Ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî X ÿâëÿåòñÿ îðäèíàëîì, èëè îðäèíàëüíûì
÷èñëîì, åñëè X òðàíçèòèâíî è ∈X � ñòðîãèé ïîëíûé ïîðÿäîê íà X .
Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ îðäèíàëîâ èñïîëüçóþò α, β, γ è èõ ïðîèçâîäíûå.
Ïðè ýòîì âìåñòî α ∈ β íåðåäêî ïèøóò α < β.

Çàìå÷àíèå: ñðåäè îðäèíàëüíûõ ÷èñåë åñòü âñå ýëåìåíòû N è ñàìî
N; êîãäà ðå÷ü èäåò îá îðäèíàëàõ, âìåñòî N ÷àñòî ïèøóò ω.
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Ïðåäëîæåíèå

Ïóñòü α � îðäèíàë, X ∈ α. Òîãäà X � îðäèíàë.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïðîâåðèì òðàíçèòèâíîñòü X : åñëè u ∈ v è v ∈ X , òî {u, v} ⊆ α ââèäó
òðàíçèòèâíîñòè α, à ïîòîìó u ∈ X , â ñèëó òðàíçèòèâíîñòè ∈α. Êðîìå
òîãî, X ⊆ α. Ïîýòîìó ∈X � ñòðîãèé ïîëíûé ïîðÿäîê íà X .

Òàêèì îáðàçîì, êàæäûé îðäèíàë α ðàâåí ìíîæåñòâó âñåõ îðäèíàëîâ,
êîòîðûå ìåíüøå α. Òàêæå ñòîèò îòìåòèòü ñëåäóþùåå.

Ïðåäëîæåíèå

Ïóñòü α � îðäèíàë è β ∈ α. Òîãäà β = [0, β).
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Àëüòåðíàòèâíîå îïðåäåëåíèå < íà êëàññå âñåõ îðäèíàëîâ äà�åò:

Ïðåäëîæåíèå

Äëÿ ëþáûõ îðäèíàëîâ α è β,

α ∈ β ⇐⇒ α ( β.

Äîêàçàòåëüñòâî.

=⇒ Ïðåäïîëîæèì, ÷òî α ∈ β. Òîãäà α ⊆ β. Åñëè α = β, òî β ∈β β
� ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò, α 6= β.

. . .
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Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå).

⇐= Ïðåäïîëîæèì, ÷òî α ( β. Âîçüì¼ì

γ := ¾íàèìåíüøèé ýëåìåíò β \ α â 〈β,∈β〉¿.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî α ñîâïàäàåò ñ {x ∈ β | x < γ}:

åñëè x ∈ α, òî γ 66 x (òàê êàê èíà÷å γ ∈ α), à ïîòîìó x < γ;

åñëè x ∈ β è x < γ, òî x 6∈ β \ α, ò.å. x ∈ α.

Òàêèì îáðàçîì, α = γ.
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Äàëåå, èñïîëüçóÿ ýòè ðåçóëüòàòû, ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî < âåä¼ò ñåáÿ
ïîäîáíî ñòðîãîìó ïîëíîìó ïîðÿäêó íà êëàññå âñåõ îðäèíàëîâ:

Òåîðåìà

Äëÿ âñåõ îðäèíàëîâ α, β è γ:

a. α 6< α;

b. åñëè α < β è β < γ, òî α < γ;

c. ëèáî α < β, ëèáî α = β, ëèáî β < α;

Áîëåå òîãî, äëÿ ëþáîãî íåïóñòîãî ìíîæåñòâà îðäèíàëîâ X :

d.
⋂
X ∈ X , ïðè÷¼ì

⋂
X � íàèìåíüøèé ýëåìåíò X â 〈X ,∈X 〉.
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Äîêàçàòåëüñòâî.

a Åñëè α < α, òî α ∈α α � ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò, α 6< α.

b Íåìåäëåííî ñëåäóåò èç òðàíçèòèâíîñòè γ.

d Ëåãêî âèäåòü, ÷òî
⋂

X áóäåò îðäèíàëîì. Ïðè ýòîì äëÿ êàæäîãî
α ∈ X âåðíî

⋂
X ⊆ α, ò.å.

⋂
X 6 α. Åñëè

⋂
X 6∈ X , òî

⋂
X < α äëÿ

âñåõ α ∈ X , îòêóäà
⋂
X ∈

⋂
X � ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò,

⋂
X ∈ X .

c Â ñèëó (d), â {α, β} åñòü íàèìåíüøèé ýëåìåíò. Ñòàëî áûòü, α è
β ñðàâíèìû ïî 6, ò.å. α 6 β èëè β < α.
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Ïóñòü X � ìíîæåñòâî îðäèíàëîâ. Î÷åâèäíî, òðàíçèòèâíîñòü X ðàâ-
íîñèëüíà òîìó, ÷òî äëÿ ëþáûõ îðäèíàëîâ α è β,

α < β è β ∈ X =⇒ α ∈ X ,

à ïîòîìó ìû ìîæåì âîñïðèíèìàòü òðàíçèòèâíîå X êàê ¾íà÷àëüíûé
ñåãìåíò¿ â êëàññå âñåõ îðäèíàëîâ îòíîñèòåëüíî <.

Ñëåäñòâèå

Ïóñòü X � òðàíçèòèâíîå ìíîæåñòâî îðäèíàëîâ. Òîãäà X � îðäèíàë.

Äîêàçàòåëüñòâî.

ßñíî, ÷òî ∈X � ïîëíûé ïîðÿäîê íà X (â ñèëó òåîðåìû âûøå).
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Òåîðåìà

Ïóñòü X � ìíîæåñòâî îðäèíàëîâ. Òîãäà
⋃

X � îðäèíàë, ïðè÷�åì
⋃
X

ÿâëÿåòñÿ ¾ñóïðåìóìîì X¿ â êëàññå âñåõ îðäèíàëîâ îòíîñèòåëüíî ∈.

Äîêàçàòåëüñòâî.

ßñíî, ÷òî
⋃
X � ýòî ìíîæåñòâî îðäèíàëîâ. Òàêæå ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî⋃

X òðàíçèòèâíî. Ïîýòîìó
⋃
X � îðäèíàë.

Ðàçóìååòñÿ,
⋃
X ÿâëÿåòñÿ ¾ñóïðåìóìîì X¿ â êëàññå âñåõ ìíîæåñòâ

îòíîñèòåëüíî (, òåì áîëåå â êëàññå âñåõ îðäèíàëîâ; ïðè ýòîì íà îð-
äèíàëàõ ( ñîâïàäàåò ñ ∈.
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Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî äëÿ êàæäîãî îðäèíàëà α ìíîæåñòâî

α+ 1 := α ∪ {α}

ÿâëÿåòñÿ îðäèíàëîì; ïðè ýòîì α ( α+ 1 è íå ñóùåñòâóåò X òàêîãî,
÷òî α ( X ( α+ 1. Íåíóëåâîé îðäèíàë α íàçûâàåòñÿ íåïðåäåëüíûì,
åñëè α = β + 1 äëÿ íåêîòîðîãî îðäèíàëà β, è ïðåäåëüíûì â ïðîòèâ-
íîì ñëó÷àå. Êàê ëåãêî âèäåòü, äëÿ ëþáûõ îðäèíàëîâ α è β,

α = β ⇐⇒ α+ 1 = β + 1.

Çíà÷èò, ó âñÿêîãî íåïðåäåëüíîãî îðäèíàëà α èìååòñÿ åäèíñòâåííûé
¾ïðåäøåñòâåííèê¿, êîòîðîãî ìîæíî îáîçíà÷èòü ÷åðåç α− 1.
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Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî 0 òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíûì.
Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî îðäèíàëà α,

⋃
α =

{
α− 1 åñëè α íåïðåäåëüíûé

α åñëè α ïðåäåëüíûé.

Ïðè ýòîì ω îêàçûâàåòñÿ íàèì. íåíóëåâûì ïðåäåëüíûì îðäèíàëîì, à
íàòóðàëüíûå ÷èñëà ñóòü â òî÷íîñòè îðäèíàëû, êîòîðûå ìåíüøå ω.

Èñïîëüçóÿ ¾êëàññîâóþ ðåêóðñèþ¿, ìîæíî äîáðàòüñÿ è äî íåêîòîðûõ
á�îëüøèõ îðäèíàëîâ. Ê ïðèìåðó:

ω ω + 1 ω + 1 + 1 . . . ω + ω,

ãäå ω + ω îáîçíà÷àåò
⋃
{ω, ω + 1, ω + 1 + 1, . . . }.
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Íàïðÿãàÿ âîîáðàæåíèå, øàãàåì ïî îðäèíàëàì

ω + ω ω + ω + ω ω + ω + ω + ω . . . ω · ω
ýõ ðàç äà åù�å ðàç äà åù�å ìíîãî ðàç

ω · ω ω · ω · ω ω · ω · ω · ω . . . ωω

ýõ ðàç äà åù�å ðàç äà åù�å ìíîãî ðàç

ωω ωω
ω

ωω
ωω

. . . ε0
ýõ ðàç äà åù�å ðàç äà åù�å ìíîãî ðàç

Ñ.Î. Ñïåðàíñêèé Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè ìíîæåñòâ



Íàïðÿãàÿ âîîáðàæåíèå, øàãàåì ïî îðäèíàëàì

ω + ω ω + ω + ω ω + ω + ω + ω . . . ω · ω
ýõ ðàç äà åù�å ðàç äà åù�å ìíîãî ðàç

ω · ω ω · ω · ω ω · ω · ω · ω . . . ωω

ýõ ðàç äà åù�å ðàç äà åù�å ìíîãî ðàç

ωω ωω
ω

ωω
ωω

. . . ε0
ýõ ðàç äà åù�å ðàç äà åù�å ìíîãî ðàç
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Íàïðÿãàÿ âîîáðàæåíèå, øàãàåì ïî îðäèíàëàì
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Íàïðÿãàÿ âîîáðàæåíèå, øàãàåì ïî îðäèíàëàì
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ωω
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ýõ ðàç äà åù�å ðàç äà åù�å ìíîãî ðàç
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Îðäèíàëû êàê òèïû â.ó.ì.

ßñíî, ÷òî äëÿ ëþáûõ îðäèíàëîâ α è β,

〈α,∈α〉 ' 〈β,∈β〉 ⇐⇒ α = β.

Áîëåå òîãî, èìååò ìåñòî:

Òåîðåìà (î ñâÿçè îðäèíàëîâ è â.ó.ì.)

Ïóñòü A � ñòðîãèé â.ó.ì. Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé îðäèíàë α
òàêîé, ÷òî A èçîìîðôíî 〈α,∈α〉.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ñì. ñëåäóþùóþ ëåêöèþ.
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