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Îðäèíàëû êàê òèïû â.ó.ì. %ïîâòîðåíèå

ßñíî, ÷òî äëÿ ëþáûõ îðäèíàëîâ α è β,

〈α,∈α〉 ' 〈β,∈β〉 ⇐⇒ α = β.

Áîëåå òîãî, èìååò ìåñòî:

Òåîðåìà (î ñâÿçè îðäèíàëîâ è â.ó.ì.)

Ïóñòü A � ñòðîãèé â.ó.ì. Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé îðäèíàë α
òàêîé, ÷òî A èçîìîðôíî 〈α,∈α〉.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Åäèíñòâåííîñòü ìû óæå îòìåòèëè.
. . .
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Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå).

Äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå ïîäõîäÿùåãî α. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì

S :=

{
a ∈ A

∣∣∣∣ ñóùåñòâóåò îðäèíàë αa òàêîé, ÷òî
[0, a)A è αa èçîìîðôíû êàê â.ó.ì.

}
.

Ðàçóìååòñÿ, äëÿ êàæäîãî a ∈ S ñîîòâåòñòâóþùèé îðäèíàë αa îïðåäå-
ëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî. Ïîýòîìó, ïðèìåíèâ Repl, ìîæíî îáðàçîâàòü

X := {αa | a ∈ S}.

Êàê èçâåñòíî, èçîìîðôèçìû â.ó.ì. ïåðåâîäÿò íà÷àëüíûå ñåãìåíòû â
íà÷àëüíûå ñåãìåíòû. Ñòàëî áûòü, S îêàæåòñÿ íà÷àëüíûì ñåãìåíòîì
A, à X � ¾íà÷àëüíûì ñåãìåíòîì¿ â êëàññå âñåõ îðäèíàëîâ (îòíîñè-
òåëüíî ∈). Ñëåäîâàòåëüíî, X � îðäèíàë.

. . .
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Äîêàçàòåëüñòâî (îêîí÷àíèå).

Òåïåðü îïðåäåëèì f : S → X ïî ïðàâèëó

f (a) := αa.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî f îêàæåòñÿ èçîìîðôèçìîì. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
A \ S 6= ∅, à çíà÷èò, S = [0, a), ãäå a � íàèìåíüøèé ýëåìåíò â A \ S .
Íî òîãäà a ∈ S � ïðîòèâîðå÷èå. Ñòàëî áûòü, S = A.
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Ñëîæåíèå è óìíîæåíèå îðäèíàëîâ

Åñëè A � â.ó.ì., òî ord (A) áóäåò îáîçíà÷àòü îðäèíàë α òàêîé, ÷òî A
èçîìîðôíî 〈α,∈α〉. Äëÿ ëþáûõ îðäèíàëîâ α è β îïðåäåëèì

α + β := ord (〈α,∈α〉 ⊕ 〈β,∈β〉), Error!

α · β := ord (〈α,∈α〉 ⊗ 〈β,∈β〉). X

Î÷åâèäíî, ïðè äàííîé èíòåðïðåòàöèè α + 1 ñîâïàäàåò ñ α ∪ {α}, ò.å.
ðàñõîæäåíèÿ ñ ââåä�åííûì ðàíåå îáîçíà÷åíèåì íå âîçíèêàåò.

Çàìå÷àíèå: íà ñàìîì äåëå, êëàññ-îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ
íà îðäèíàëàõ îáû÷íî îïðåäåëÿþò, èñïîëüçóÿ ïîäõîäÿùåå îáîáùåíèå
òåîðåìû î ðåêóðñèè, îäíàêî â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ òî æå ñàìîå.
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Îäíî ïîëåçíîå íàáëþäåíèå

Îòìåòèì, ÷òî êëàññ âñåõ îðäèíàëîâ

Ord := {α | α � îðäèíàë}

íå ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì. Äåéñòâèòåëüíî, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå Ord
îêàçàëñÿ áû îðäèíàëîì, è ìû ïîëó÷èëè áû Ord ∈ Ord.
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Òðàíñôèíèòíàÿ ðåêóðñèÿ

Äëÿ ëþáûõ ìíîæåñòâà X è îðäèíàëà α îáîçíà÷èì

X<α := {f | (∃β < α) f : β → X}

=
⋃{

Xβ | β < α
}
.

Âîîáùå, åñëè f : β → X , ãäå β � îðäèíàë, òî f íàçûâàþò β-ïîñë-òüþ
ýëåìåíòîâ X , èëè òðàíñôèíèòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ýëåìåíòîâ X
äëèíû β; ïîýòîìó X<α � ýòî ïðîñòî ìíîæåñòâî âñåõ òðàíñôèíèòíûõ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ýëåìåíòîâ X äëèíû ìåíüøå α.
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Òåîðåìà (î òðàíñôèíèòíîé ðåêóðñèè)

Ôèêñèðóåì íåêîòîðûé îðäèíàë α. Ïóñòü h : X<α → X . Òîãäà ñóùåñò-

âóåò åäèíñòâåííàÿ f : α→ X òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî β ∈ α,

f (β) = h (f �β). (?)

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïóñòü γ ∈ α. Ìû áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèþ f èç γ + 1 â X ÷óäåñíîé,
åñëè (?) âåðíî äëÿ âñåõ β ∈ γ + 1. Ðàññìîòðèì

S := {γ ∈ α | ñóù-åò åäèíñòâåííàÿ ÷óäåñíàÿ f : γ + 1→ X}.

Äëÿ êàæäîãî γ ∈ S ÷åðåç fγ ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ñîîòâåòñòâóþùóþ
(åäèíñòâåííóþ) ÷óäåñíóþ ôóíêöèþ èç γ + 1 â X .

. . .
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Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå).

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáûõ γ, γ′ ∈ S ,

γ 6 γ′ =⇒ fγ ⊆ fγ′ .

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü {γ, γ′} ⊆ S è γ 6 γ′; òîãäà îãðàíè÷åíèå fγ′ íà
γ + 1, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ ÷óäåñíûì, à ïîòîìó ñîâïàäàåò ñ fγ .

Óñòàíîâèì ïî òðàíñôèíèòíîé èíäóêöèè, ÷òî S = α.

Ïóñòü γ ∈ α. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ êàæäîãî β < γ èìååòñÿ åäèíñò-
âåííàÿ ÷óäåñíàÿ ôóíêöèÿ fβ èç β + 1 â X . Âîçüì�åì

R :=
⋃
{fβ | β < γ}.

. . .
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Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå).

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî R � ôóíêöèÿ èç γ â X , ïðè÷�åì äëÿ âñÿêîãî β < γ
îãðàíè÷åíèå R íà β + 1 ñîâïàäàåò ñ fβ . Äàëåå, âîçüì�åì

g := R ∪ {(γ, h (R))}.

Ðàçóìååòñÿ, g áóäåò ÷óäåñíîé ôóíêöèåé èç γ + 1 â X . Îñòàëîñü ëèøü
óñòàíîâèòü å�å åäèíñòâåííîñòü. Ïóñòü g ′ � ÷óäåñíàÿ ôóíêöèÿ èç γ + 1
â X . Ïðîâåðèì, ÷òî g (β) = g ′ (β) äëÿ âñåõ β ∈ γ + 1.

Åñëè β ∈ γ, òî β + 1 ⊆ γ è îãðàíè÷åíèå g ′ íà β + 1, áóäó÷è
÷óäåñíûì, ñîâïàäàåò ñ fβ , ò.å. ñ îãðàíè÷åíèåì g íà β + 1, à
ïîòîìó g ′ (β) = g (β). Â èòîãå g �γ= g ′ �γ .

Áîëåå òîãî, g ′ (γ) = h (g ′ �γ) = h (g �γ) = g (γ).

Òàêèì îáðàçîì, g = g ′. Ïîýòîìó γ ∈ S è fγ = g .
. . .
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Äîêàçàòåëüñòâî (îêîí÷àíèå).

Â ñèëó ïðèíöèïà òðàíñôèíèòíîé èíäóêöèè, S = α. Îïðåäåëèì

f :=
⋃
{fγ | γ ∈ α}.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî f îêàæåòñÿ íóæíîé ôóíêöèåé èç α â X .

Òåîðåìó î òðàíñôèíèòíîé ðåêóðñèè ìîæíî ïàðàìåòðèçîâàòü, íî ýòî
íóæíî ãëàâíûì îáðàçîì äëÿ îðäèíàëüíîé àðèôìåòèêè è êîìáèíàòî-
ðèêè, êîòîðûìè ìû ïîêà çàíèìàòüñÿ íå ñîáèðàåìñÿ.
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×àñòè÷íî-îïðåäåë¼ííàÿ òðàíñôèíèòíàÿ ðåêóðñèÿ

Òåîðåìà (î òðàíñôèíèòíîé ðåêóðñèè, ÷àñòè÷íîé)

Ôèêñèðóåì íåêîòîðûé îðäèíàë α. Ïóñòü h : ⊆ X<α → X . Òîãäà ñóù.

åäèíñòâåííàÿ f : ⊆ α→ X òàêàÿ, ÷òî:

a. äëÿ ëþáîãî β ∈ dom (f ),

f (β) = h (f �β);

b. ëèáî dom (f ) = α, ëèáî dom (f ) = γ äëÿ íåêîòîðîãî γ < α, ïðè-
÷�åì f 6∈ dom (h).
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Äîêàçàòåëüñòâî.

Çàôèêñèðóåì êàêîé-íèáóäü îáúåêò û 6∈ X è ïîëîæèì X ′ := X ∪ {û}.
Òåïåðü ðàñøèðèì h äî h′ : (X ′)<α → X ′ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

h′ (g ′) :=

{
h (g ′) åñëè g ′ ∈ dom (h),

û èíà÷å.

Â ñèëó òåîðåìû î òðàíñôèíèòíîé ðåêóðñèè, íàéä¼òñÿ åäèíñòâåííàÿ
f ′ : α→ X ′ òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî β ∈ α,

f ′ (β) = h′ (f ′ �β).

Âîçüì�åì
f := f ′ ∩ (α× X ).

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî f áóäåò èñêîìîé ÷àñòè÷íîé ôóíêöèåé.
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Âàðèàíò äëÿ êëàññ-ôóíêöèé

Òåîðåìà (î òðàíñôèíèòíîé ¾êëàññîâîé ðåêóðñèè¿)

Ôèêñèðóåì íåêîòîðûé îðäèíàë α. Ïóñòü Φ (x , y) � òîòàëüíîå ôóíê-

öèîíàëüíîå óñëîâèå. Òîãäà ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííàÿ ôóíêöèÿ f ñ

dom (f ) = α òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî β ∈ α,

f (β) = JΦK (f �β).

Äîêàçàòåëüñòâî.

Íåñëîæíàÿ ìîäèôèêàöèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû î òðàíñôèíèòíîé
ðåêóðñèè (ãðóáî ãîâîðÿ, íàäî çàáûòü îá X è çàìåíèòü h íà JΦK).

Ïàðàìåòðè÷åñêóþ è ÷àñòè÷íóþ âåðñèè ýòîé òåîðåìû òàêæå íåòðóäíî
ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü.

Ñ.Î. Ñïåðàíñêèé Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè ìíîæåñòâ



Òåîðåìà (Öåðìåëî î ïîëíîì óïîðÿäî÷åíèè; ZFC)

Äëÿ ëþáîãî A ñóùåñòâóåò 6 òàêîå, ÷òî 〈A,6〉 � â.ó.ì.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïóñòü η � ôóíêöèÿ âûáîðà íà P (A) \ {∅}. Òîãäà äëÿ êàæäîãî îðäè-
íàëà α ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ fα : ⊆ α→ A òàêàÿ, ÷òî:

a. äëÿ ëþáîãî β ∈ dom (fα),

fα (β) = η (A \ range (fα �β));

b. ëèáî dom (fα) = α, ëèáî dom (fα) = γ äëÿ íåê-îãî γ ∈ α, ïðè÷�åì
range (fα) = A.

Î÷åâèäíî, êàæäàÿ fα èíúåêòèâíà. Áîëåå òîãî, ïðè ïîìîùè fα ìîæíî
áåç òðóäà ïîñòðîèòü ïîëíûé ïîðÿäîê íà range (fα).

. . .
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Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî dom (fα) = α äëÿ âñåõ îðäèíàëîâ α. Ðàññìîòðèì

Φ (x , y) := ¾y � îðäèíàë¿ ∧ x = fy+1 (y).

ßñíî, ÷òî åñëè α 6 β, òî fα ⊆ fβ . Ïîýòîìó äëÿ ëþáûõ α è β,

fα+1 (α) = fβ+1 (β) =⇒ α = β.

Çíà÷èò, Φ (x , y) ôóíêöèîíàëüíî, ò.å.

∀x ∀y1 ∀y2 (Φ (x , y1) ∧ Φ (x , y2)→ y1 = y2).

Ïîýòîìó, ïðèìåíÿÿ Repl, ìû ìîæåì îáðàçîâàòü

X := {y | (∃x ∈ A) Φ (x , y)}.

Îäíàêî X äîëæíî ñîâïàäàòü ñ Ord � ïðîòèâîðå÷èå. Èòàê, íàéä¼òñÿ
îðäèíàë α òàêîé, ÷òî dom (fα) 6= α, ò.å. range (fα) = A.
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Ïî ïîâîäó êàðäèíàëüíûõ ÷èñåë

Èç òåîðåìû Öåðìåëî è òåîðåìû î ñðàâíåíèè â.ó.ì. ñëåäóåò:

Òåîðåìà (î ñðàâíèìîñòè ïî ìîùíîñòè; â ZFC)

Äëÿ ëþáûõ X è Y âåðíî X 4 Y èëè Y ≺ X .

Îðäèíàë íàçûâàþò êàðäèíàëîì, èëè êàðäèíàëüíûì ÷èñëîì, åñëè îí
íå ðàâíîìîùåí íèêàêîìó ìåíüøåìó îðäèíàëó (ò.å. íèêàêîìó ñâîåìó
ýëåìåíòó). Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ êàðäèíàëîâ èñïîëüçóþò κ, µ, λ è ò.ï.
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Î÷åâèäíî, äëÿ ëþáûõ êàðäèíàëîâ κ è µ,

κ ∼ µ ⇐⇒ κ = µ.

Áîëåå òîãî, èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå.

Ïðåäëîæåíèå

Äëÿ ëþáûõ êàðäèíàëîâ κ è µ,

κ 4 µ ⇐⇒ κ 6 µ.

Äîêàçàòåëüñòâî.

⇐= O÷åâèäíî.

=⇒ Ïðåäïîëîæèì, ÷òî κ 4 µ. Ðàññóæäàÿ îò ïðîòèâíîãî, äîïóñòèì,
÷òî κ 66 µ. Òîãäà κ > µ, îòêóäà κ < µ. Ââèäó òåîðåìû Ê.�Ø.�Á., ìû
ïîëó÷àåì κ ∼ µ, à ïîòîìó κ = µ � ïðîòèâîðå÷èå.
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Òåîðåìà (â ZFC)

Äëÿ êàæäîãî X èìååòñÿ åäèíñòâåííûé êàðäèíàë, ðàâíîìîùíûé X .

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïîíÿòíî, ÷òî X ðàâíîìîùíî íåêîòîðîìó îðäèíàëó α, ââèäó òåîðåìû
Öåðìåëî è òåîðåìû î ñâÿçè â.ó.ì. è îðäèíàëîâ. Îïðåäåëèì

card (X ) :=
⋂
{β ∈ α + 1 | β ∼ X}.

Òàêèì îáðàçîì, card (X ) ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì èç îðäèíàëîâ, ðàâíî-
ìîùíûõ X . Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî îí áóäåò èñêîìûì êàðäèíàëîì.
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Â äàëüíåéøåì card (X ) áóäåò îáîçíà÷àòü êàðäèíàë, ðàâíîìîùíûé X ;
âìåñòî card (X ) ÷àñòî ïèøóò |X |, ðàçóìååòñÿ.

Ïðåäëîæåíèå (â ZFC)

Äëÿ ëþáûõ X è Y âåðíî ñëåäóþùåå:

i. X ∼ Y òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà card (X ) = card (Y );

ii. X 4 Y òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà card (X ) 6 card (Y ).
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Ñëîæåíèå è óìíîæåíèå êàðäèíàëîâ

Äëÿ ëþáûõ êàðäèíàëîâ κ è µ îïðåäåëèì

κ+ µ := card (κ× {0} ∪ µ× {1}),
κ · µ := card (κ× µ).

Õîòÿ êàðäèíàëû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ÷àñòíûå ñëó÷àè îðäèíàëîâ, + è
· íà êàðäèíàëàõ îïðåäåëÿþòñÿ íå òàê, êàê íà îðäèíàëàõ. Íàïðèìåð,

ω, ω + 1, ω + ω, ω · ω

ÿâëÿþòñÿ ïîïàðíî ðàçëè÷íûìè îðäèíàëàìè, îäíàêî ïðè ýòîì

ℵ0 = ℵ0 + 1 = ℵ0 + ℵ0 = ℵ0 · ℵ0.
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