
ТРУДЫ МАТЕМАТИЧЕСКОГО ИНСТИТУТА ИМ. В.А. СТЕКЛОВА, 2005, т. 250, с. 226–261

УДК 530.145

Квантовые наблюдаемые: алгебраический аспект1

c©2005 г. Д. В. Трещев2

Поступило в январе 2005 г.

Мы представляем квантовые наблюдаемые рядами относительно некоммутирующих образующих
x̂, p̂. Пространство таких рядов оказывается бесконечномерной ассоциативной алгеброй и ал-
геброй Ли. Для рассматриваемых рядов определяется понятие сходимости. В рамках данного
подхода квантовые объекты оказываются некоммутативными аналогами классических. Доказаны
квантовые аналоги ряда основных теорем классической механики.

1. ВВЕДЕНИЕ

Начнем с некоторых мотивировок. Сначала опишем основные конструкции классической
механики в квантовой терминологии (см., например, [5]).

Для простоты предположим, что фазовым пространством классической механической си-
стемы является R

2n = {(x, p) : x ∈ R
n, p ∈ R

n}.
Пространство C∞-гладких функций на R

2n оказывается бесконечномерной алгеброй Ли
относительно скобки Пуассона {· , ·}:

{f, g} =
n∑

j=1

(
∂f

∂pj

∂g

∂xj
− ∂f

∂xj

∂g

∂pj

)
. (1.1)

Эта алгебра называется пространством классических наблюдаемых.
Чтобы определить систему, следует выбрать наблюдаемую h (функцию Гамильтона). Тогда

на пространстве классических наблюдаемых динамика определяется уравнением в частных
производных

ḟ = {h, f} для любой классической наблюдаемой f. (1.2)

Обычно в классической механике рассматривается динамика в фазовом пространстве:

ẋ =
∂h

∂p
, ṗ = −∂h

∂x
. (1.3)

Уравнение (1.2) в некотором смысле вторично по отношению к обычным уравнениям Гамиль-
тона (1.3). В самом деле, пусть φt — фазовый поток системы (1.3). Тогда решение уравне-
ния (1.2) с начальным условием f

∣∣
t=0

= f0 имеет вид f = f0 ◦ φt.
Квантовая динамика может быть определена аналогично. Пусть

L2 = L2(Rn), R
n = {x = (x1, . . . , xn)},
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обозначает гильбертово пространство функций, интегрируемых с квадратом на R
n. Соответ-

ствующее эрмитово произведение определено равенством

〈ϕ,ψ〉 =
∫

Rn

ϕ(x)ψ(x) dx.

Квантовые наблюдаемые являются эрмитовыми операторами на L2. Для любых двух наблю-
даемых f̂ , ĝ их коммутатор определен равенством[

f̂ , ĝ
]

= − 1
i�

(
f̂ ◦ ĝ − ĝ ◦ f̂

)
, (1.4)

где i =
√
−1 и � — постоянная Планка.

Квантовая наблюдаемая ĥ определяет динамику с помощью уравнения Гейзенберга

˙̂
f = [ĥ, f̂ ] для любой квантовой наблюдаемой f̂ . (1.5)

Согласно стандартной процедуре квантования классическим переменным xj , pj, j = 1, . . . , n,
сопоставляются их квантовые аналоги x̂j и p̂j = −i�∂/∂xj . Здесь x̂j — оператор умножения
на xj . Следуя этому правилу, можно определить квантовые аналоги многих классических ди-
намических величин (импульса, кинетического момента, потенциальной энергии и т.д.). Если
классическая наблюдаемая содержит произведение двух функций, квантовые аналоги которых
не коммутируют, возникают трудности. В этом случае квантование не определено однознач-
но. Например, классической наблюдаемой xjpj можно сопоставить x̂j ◦ p̂j , или p̂j ◦ x̂j, или
1
2(x̂j ◦ p̂j + p̂j ◦ x̂j), . . .

В настоящей работе мы заменяем стандартный язык квантовой механики некоторым но-
вым. Последний более алгебраичен и имеет несколько преимуществ:

• классическая механика становится естественной проекцией квантовой;
• мы не пользуемся разложениями по � и имеем дело со сходящимися рядами;
• удается построить пространства (ассоциативные алгебры и алгебры Ли) квантовых на-

блюдаемых, замкнутые относительно операций композиции ◦ и коммутатора [ · , · ].
Мы не утверждаем, что наш подход заведомо лучше традиционного. Основной трудно-

стью является интерпретация алгебраических объектов, которыми являются наши квантовые
наблюдаемые, в терминах операторов на L2(Rn).

2. АССОЦИАТИВНАЯ АЛГЕБРА QOform

Назовем произведение

z = zk ◦ . . . ◦ z1, zj ∈ {x̂1, . . . , x̂n, p̂1, . . . , p̂n}, j = 1, . . . , k,

мономом и deg z := k его степенью. Ниже, имея в виду мотивировки из квантовой механики,
мы называем мономы и их линейные комбинации наблюдаемыми.

Наблюдаемая
Fk =

∑
deg z=k

fzz, (2.1)

где fz — комплексные постоянные, называется однородной формой степени k: deg Fk = k.
Формы нулевой степени считаются постоянными. Пространство однородных форм степени k
будет обозначаться Fk.
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Далее мы рассматриваем наблюдаемые, допускающие формальное разложение

F =
∞∑

k=0

Fk(x̂, p̂ ), Fk ∈ Fk. (2.2)

Пусть Q̃Oform(0) (или просто Q̃Oform) обозначает векторное пространство таких наблюдае-
мых. В Q̃Oform различные формальные ряды (2.2) считаются различными элементами. Про-
странство Q̃Oform — свободная ассоциативная (некоммутативная) алгебра над C относительно
композиции ◦.

Для F ∈ Q̃Oform скажем, что F = Om(x̂, p̂ ), если в разложении (2.2) F0 = . . . = Fm−1 = 0.
Полагая rj := p̂j ◦x̂j−x̂j ◦p̂j , мы рассмотрим идеал J ⊂ Q̃Oform, порожденный следующими

элементами:

p̂j ◦ p̂k − p̂k ◦ p̂j, 1 ≤ j, k ≤ n, (2.3)

x̂j ◦ x̂k − x̂k ◦ x̂j, 1 ≤ j, k ≤ n, (2.4)

p̂j ◦ x̂k − x̂k ◦ p̂j, j �= k, (2.5)

rj − rk, 1 ≤ j, k ≤ n, (2.6)

rj ◦ p̂j − p̂j ◦ rj , 1 ≤ j ≤ n, (2.7)

rj ◦ x̂j − x̂j ◦ rj, 1 ≤ j ≤ n. (2.8)

Пусть QOform(0) (ниже обычно QOform) — фактор-алгебра Q̃Oform/J . Назовем QOform алгеб-
рой формальных квантовых наблюдаемых над 0 ∈ C

2n.
Отметим, что идеал J порожден некоторыми однородными элементами в Q̃Oform.
Обозначим соответствующую проекцию

π : Q̃Oform → QOform.

Так как π(r1) = . . . = π(rn), мы обозначаем r := π(rj) ∈ QOform. Традиционно r заменяется на
−i�. Однако мы не будем этого делать. Основная причина состоит в том, что разложения по
� в квантовой механике обычно расходятся, а нам хотелось бы оперировать со сходящимися
рядами.

Для любого F ∈ QOform скажем, что F = Om(x̂, p̂ ), если существует F̃ ∈ Q̃Oform такой,
что F̃ = Om(x̂, p̂ ) и F = π(F̃ ).

Для любых F,G ∈ QOform таких, что F = Om(x̂, p̂ ), G = Ol(x̂, p̂ ), имеем

F ◦ G = Om+l(x̂, p̂ ), F + G = Ok(x̂, p̂ ), k = min{m, l}.

В частности, r = O2(x̂, p̂ ).

3. ФОРМАЛЬНЫЕ КЛАССИЧЕСКИЕ НАБЛЮДАЕМЫЕ

Определим пространство COform классических формальных наблюдаемых как простран-
ство формальных рядов

F (x, p) =
∑

µ,ν∈Z
2n
+

fµ,νx
µpν , xµ = xµ1

1 . . . xµn
n , pν = pν1

1 . . . pνn
n .

Здесь x и p считаются обычными координатами на R
2n. Пространство COform — формальная

бесконечномерная ассоциативная (и коммутативная) алгебра.
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Пусть Ĵ ⊂ Q̃Oform — идеал, порожденный J и r1, . . . , rn, и пусть J0 ⊂ QOform — идеал,
порожденный r.

Так как r коммутирует с любым F ∈ QOform, имеем

J0 = r ◦ QOform. (3.1)

Верно следующее очевидное
Предложение 3.1. COform ∼= Q̃Oform/Ĵ ∼= QOform/J0.
Проекции Q̃Oform → COform и QOform → COform напоминают некоторое усреднение. Ниже

мы используем для них обозначения

ãver : Q̃Oform → COform, aver : QOform → COform.

Следствие 3.1. Отображения ãver и aver являются гомоморфизмами ассоциативных
алгебр.

Следствие 3.2. Диаграмма

Q̃Oform
π

ãver

QOform

aver

COform

коммутативна.
Следствие 3.3. Для любых F̃ ∈ J, F ∈ J0 имеем ãver F̃ = 0 и aver F = 0.
Из уравнения (3.1) вытекает
Предложение 3.2. Наблюдаемая F ∈ QOform лежит в J0 тогда и только тогда, когда

F = r ◦ F0, F0 ∈ QOform. (3.2)

Скажем, что моном z ∈ Q̃Oform имеет тип (µ, ν) ∈ Z
2n
+ , если он содержит ровно µj множи-

телей x̂j и νj множителей p̂j , j = 1, . . . , n. Очевидно,

deg z = |µ| + |ν| := µ1 + . . . + µn + ν1 + . . . + νn.

Скажем, что

Fκ =
∑

type z=κ

fzz, κ = (µ, ν) ∈ Z
2n
+ ,

— однородная форма типа κ. Тогда

ãver Fκ =

( ∑
type z=κ=(µ,ν)

fz

)
xµpν.

Пусть Fκ ⊂ Q̃Oform обозначает пространство однородных форм типа κ. Отметим, что при
n > 1 пространства π(Fκ) и π(Fρ), κ �= ρ, могут иметь ненулевое пересечение.

Любую наблюдаемую F ∈ Q̃Oform можно разложить по однородным формам типа κ:

F =
∑

κ∈Z
2n
+

Fκ, Fκ ∈ Fκ. (3.3)

Тогда
ãver F =

∑
κ∈Z

2n
+

ãver Fκ.
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4. КОММУТАТОР НА QOform

Пространство COform является алгеброй Ли. Соответствующий коммутатор {· , ·} — скобка
Пуассона (1.1). В этом разделе мы вводим на QOform структуру формальной алгебры Ли.

Предложение 3.2 означает, что следующее отображение корректно определено:

Ω: J0 → QOform, J0 � F �→ Ω(F ) = F0,

где F0 = F0(F ) удовлетворяет (3.2). Неформально говоря, Ω — оператор деления на r.
Для любых F,G ∈ QOform имеем F ◦ G − G ◦ F ∈ J0. Определим

[F,G] = Ω(F ◦ G − G ◦ F ). (4.1)

Коммутатор (4.1) очевидно удовлетворяет тождеству Якоби (A.1) и тождеству Лейбница (A.4).
Отметим, что (4.1) согласовано с (1.4). Здесь вместо деления F ◦ G − G ◦ F на −i� мы делим
на r, что отличается с алгебраической точки зрения, но является тем же самым с точки зрения
физики.

Для любых двух наблюдаемых F,G определим их симметрическое (йорданово) произведе-
ние ([ · , · ]) следующим образом:

([F,G]) :=
1
2
(F ◦ G + G ◦ F ). (4.2)

Предложение 4.1. Для любых F,G ∈ QOform

aver(F ◦ G) = aver([F,G]) = aver F · aver G, (4.3)

aver[F,G] = {aver F, aver G}. (4.4)

Следствие 4.1. Отображение

aver :
(
QOform, ◦ , [ · , · ]

)
→

(
COform, · , {· , ·}

)
является гомоморфизмом ассоциативных алгебр и алгебр Ли.

Доказательство предложения 4.1. Уравнения (4.3) вытекают из следствия 3.3. Чтобы
доказать (4.4), заметим, что как левая, так и правая части (4.4) билинейны относительно F
и G. Следовательно, достаточно считать, что F и G — мономы:

F = π(F̃ ), G = π(G̃), F̃ ∈ Fκ, G̃ ∈ Fν .

Используем индукцию по |ν|. Случаи |ν| = 0 и |ν| = 1 рассматриваются легко. Предполо-
жим, что (4.4) выполнено при |ν| ≤ k. Пусть deg G̃ = k+1. Представим G̃ в виде произведения
G̃ = G′ ◦ G′′, deg G′,deg G′′ ≤ k. Согласно тождеству Лейбница (A.4)

aver[F̃ , G̃] = aver[F̃ ,G′ ◦ G′′] = aver
(
[F̃ ,G′] ◦ G′′) + aver

(
G′ ◦ [F̃ ,G′′]

)
.

Используя предположение индукции и (4.3), получаем

aver[F̃ , G̃] = {aver F̃ , aver G′} · aver G′′ + aver G′ · {aver F̃ , aver G′′} =

= {aver F̃ , aver G̃}. �

Легко проверить, что скобки [ · , · ] и ([ · , · ]) удовлетворяют тождествам (A.2)–(A.4) и (A.5),
(A.6).
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5. БАЗИСЫ В π(Fκ)

5.1. xp-Базис. Базис в векторном пространстве π(Fκ) можно получить, используя раз-
ложение по r.

Для любого k = (k1, . . . , kn) ∈ R
n скажем, что 0 � k, если 0 ≤ kj для любого j = 1, . . . , n.

Скажем, что k � α, если 0 � α − k.
Предложение 5.1. Любую F ∈ π(Fα,β) можно единственным образом представить в

виде
F =

∑
k∈Z

n
+, k�α, k�β

fk r|k| ◦ π
(
x̂α−k ◦ p̂ β−k

)
, |k| = k1 + . . . + kn. (5.1)

Следствие 5.1.

dimπ(Fα,β) = m1 · . . . · mn, mj = min{αj , βj} + 1. (5.2)

Доказательство предложения 5.1. Существование разложения (5.1) следует из воз-
можности двигать π(p̂j) направо и π(x̂j) налево в мономах наблюдаемой F с помощью равен-
ства

π(p̂j ◦ x̂j) − π(x̂j ◦ p̂j) = r.

Единственность разложения (5.1) означает, что равенство (5.1) с F = 0 выполнено лишь в
случае, когда все коэффициенты fk обращаются в нуль. Этот факт можно легко доказать с
помощью индукции по |k|. �

Наблюдаемые
r|k| ◦ x̂α−k ◦ p̂ β−k, k ∈ Z

n
+, k � α, k � β,

образуют xp-базис в векторном пространстве π(Fα,β). На традиционном языке разложение по
xp-базисам соответствует xp-символу наблюдаемой (см., например, [2]).

5.2. Примитивный базис. Назовем моном z, type z = κ ∈ Z
2n
+ , составным, если π(z)

можно представить в виде нетривиальной выпуклой комбинации

π(z) = ϑ′π(z′) + ϑ′′π(z′′) + . . . + ϑ(s)π
(
z(s)

)
,

type z′ = type z′′ = . . . = type z(s) = κ,

ϑ′, ϑ′′, . . . , ϑ(s) > 0, ϑ′ + ϑ′′ + . . . + ϑ(s) = 1, s > 1.

Остальные мономы назовем примитивными. Определим

Fκ

prim =
{
π(z) : type z = κ, z примитивный

}
.

Предложение 5.2. Рассмотрим случай n = 1. Для любых (µ, ν) ∈ Z
2
+ таких, что

µ ≤ ν, примитивными мономами в π(Fκ) являются

π(x̂µ ◦ p̂ ν), π(x̂µ−1 ◦ p̂ ν ◦ x̂), π(x̂µ−2 ◦ p̂ ν ◦ x̂2), . . . , π(p̂ ν ◦ x̂µ). (5.3)

В случае µ ≥ ν примитивные мономы следующие:

π(p̂ ν ◦ x̂µ), π(p̂ ν−1 ◦ x̂µ ◦ p̂ ), π(p̂ ν−2 ◦ x̂µ ◦ p̂ 2), . . . , π(x̂µ ◦ p̂ ν). (5.4)

Мы докажем предложение 5.2 в приложении B.
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Пусть Fµj ,νj

j , µj, νj ∈ Z+, — пространство однородных форм типа (µj , νj) относительно
образующих x̂j и p̂j , и пусть Fµj ,νj

j(prim) — множество соответствующих примитивных мономов.
Очевидно, при n > 1 множество Fµ,ν

prim может содержать только произведения

z1 ◦ . . . ◦ zn, zj ∈ Fµj ,νj

j(prim), j = 1, . . . , n. (5.5)

Предложение 5.3. Для любых µ, ν ∈ Z
n
+ множество Fµ,ν

prim содержит все произведе-
ния (5.5) и мономы π(z) ∈ Fµ,ν

prim образуют базис в векторном пространстве π(Fµ,ν).

5.3. Норма на π(Fm). Для любого G ∈ Fm, G =
∑

deg z=m gzz, положим

‖G‖ =
∑

deg z=m

|gz|.

Для любого F ∈ π(Fm) положим

‖F‖ = inf
G∈Fm, π(G)=F

‖G‖.

Из определения примитивного базиса следует
Предложение 5.4. Для любого F ∈ Fm имеем ‖F‖ =

∑
|fz|, где fz — коэффициенты в

разложении F по примитивному базису.
Заметим, что согласно предложению A.3

‖l! rl‖ = 2l.

Это равенство объясняет, почему в степенных разложениях по r вместо rl естественно возни-
кает l! rl. Причина состоит в том, что rl “слишком малы” при больших l. Этот эффект является
источником расходимости разложений по степеням постоянной Планка.

6. МАЖОРАНТЫ

Для любого f =
∑

fµ,νx
µpν ∈ COform скажем, что ϕ =

∑
ϕµ,νxµpν ∈ COform является

мажорантой для f (f � ϕ), если

|fµ,ν | ≤ ϕµ,ν для всех (µ, ν) ∈ Z
2n
+ .

Пусть {{· , ·}} — “мажорантная скобка”,

{{f(x, p), g(x, p)}} =
n∑

j=1

(
∂f

∂pj

∂g

∂xj
+

∂f

∂xj

∂g

∂pj

)
.

Имеем следующее очевидное
Предложение 6.1. Предположим, что f � ϕ, g � ψ и a, b ∈ C. Тогда

af + bg � |a|ϕ + |b|ψ, fg � ϕψ,

∂f

∂pj
� ∂ϕ

∂pj
,

∂f

∂xj
� ∂ϕ

∂xj
, j = 1, . . . , n,

{f, g} � {{ϕ,ψ}}.
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Рассмотрим наблюдаемую f̃ =
∑

f̃zz ∈ Q̃Oform. Скажем, что f =
∑

fµ,νx
µpν ∈ COform —

абсолютное среднее для f̃ (f = Aver f̃), если

fµ,ν =
∑

type z=(µ,ν)

|f̃z| для всех (µ, ν) ∈ Z
2n
+ .

Скажем, что ϕ ∈ COform — мажоранта для f̃ ∈ Q̃Oform (f̃ � ϕ), если Aver f̃ � ϕ.
Если f ∈ QOform, соотношение f � ϕ по определению означает, что ϕ — мажоранта для

некоторого f̃ ∈ Q̃Oform, π(f̃) = f .
Предложение 6.2. Предположим, что f, g ∈ QOform и ϕ,ψ ∈ COform таковы, что

f � ϕ и g � ψ. Тогда для любых a, b ∈ C

af + bg � |a|ϕ + |b|ψ, f ◦ g � ϕψ, [f, g] � {{ϕ,ψ}}.

Доказательство. Первое соотношение очевидно, а остальные следуют из того факта, что
для любых f̃ , g̃ ∈ Q̃Oform

Aver(f̃ ◦ g̃) � Aver f̃ · Aver g̃, Aver[f̃ , g̃ ] � {{Aver f̃ ,Aver g̃}}. �

Пусть F,F0 ∈ F(µ,ν) — однородные формы типа (µ, ν) ∈ Z
2n
+ .

Предложение 6.3. Предположим, что π(F ) = π(F0) и π-проекция любого монома
из F0 — примитивный моном. Пусть a, a0 ∈ R таковы, что

Aver F = axµpν , Aver F0 = a0x
µpν .

Тогда 0 ≤ a0 ≤ a.
Это предложение аналогично предложению 5.4 и означает, что разложение по примитив-

ному базису дает оптимальную мажоранту для F ∈ QOform.

7. АНАЛИТИЧЕСКИЕ НАБЛЮДАЕМЫЕ

Скажем, что F =
∑

µ,ν fµ,νx
µpν ∈ COform лежит в CO(c, a), если коэффициенты fµ,ν оцени-

ваются следующим образом. Для некоторых c, a > 0

|fµ,ν | ≤ ca|µ|+|ν|.

Положим CO =
⋃

c,a>0 CO(c, a). Таким образом, CO — пространство функций, аналитических
в нуле пространства C

2n. Структуры ассоциативной алгебры и алгебры Ли на CO те же, что
и на COform.

Скажем, что F̃ ∈ Q̃Oform лежит в пространстве Q̃O, если

Aver F̃ ∈ CO.

Скажем, что F ∈ QOform лежит в пространстве QO, если существует F̃ ∈ Q̃O, π(F̃ ) = F .

Предложение 7.1. Пространство Q̃O инвариантно относительно операции ◦. Про-
странство QO инвариантно относительно операций ◦ и [ · , · ].

Доказательство. Для любых F̃ , G̃ ∈ Q̃O имеем Aver F̃ ,Aver G̃ ∈ CO. Следовательно,
согласно предложению 6.2

Aver(F̃ ◦ G̃) � Aver F̃ · Aver G̃ ∈ CO.
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Пусть F,G ∈ QO и F̃ , G̃ ∈ Q̃O таковы, что π(F̃ ) = F , π(G̃) = G. Тогда согласно предложе-
нию 6.2

F ◦ G � Aver(F̃ ◦ G̃) ∈ CO, [F,G] � {{Aver F̃ ,Aver G̃}} ∈ CO. �

Очевидно, ãver(Q̃O) = aver(QO) = CO. Согласно (4.3), (4.4) aver — гомоморфизм ассоциа-
тивных алгебр и алгебр Ли QO и CO.

8. АНАЛИТИЧНОСТЬ И xp-РАЗЛОЖЕНИЯ

В этом разделе мы предъявляем условие аналитичности в терминах разложений по xp-
базисам.

Предложение 8.1. Предположим, что F ∈ QOform имеет вид

F =
∑
α,β,γ

fα,β,γα! rα ◦ π
(
x̂β ◦ p̂ γ

)
, α ∈ Z+, β, γ ∈ Z

n
+, (8.1)

где коэффициенты fα,β,γ имеют экспоненциальную оценку

|fα,β,γ| < Caα+|β|+|γ|, C, a > 0. (8.2)

Тогда F ∈ QO.
Доказательство. Согласно следствию A.2

F �
∑
α,β,γ

Caα+|β|+|γ|(2x1p1)αxβpγ =
C

1 − 2ax1p1

n∏
j=1

1
(1 − axj)(1 − apj)

. �

Предложение 8.2. Любой F ∈ QO допускает разложение (8.1), где коэффициенты
fα,β,γ оцениваются, как в (8.2).

Доказательство. Рассмотрим случай n = 1. Для любого монома z, type z = (β, γ), β < γ,

z =
α∑

j=0

Kj j! rj ◦ x̂β−j ◦ p̂ γ−j, |Kj | ≤ Cj
βCj

γ ,

где Cv
u — биномиальные коэффициенты.

Так как F аналитичен, его однородные формы типа β, γ допускают оценку Fβ,γ � C ×
× (a′)β+γxβpγ , где можно считать, что 2a′ > 1. Таким образом,

F �
∑

α,β′,γ′

C(a′)β
′+γ′

Cα
β′Cα

γ′α! rαxβ′−αpγ′−α =
∑
α,β,γ

C(a′)β+γ+2αCα
β+αCα

γ+αα! rαxβpγ �

�
∑
α,β,γ

C(2a′)β+γ+2αα! rαxβpγ �
∑
α,β,γ

Caβ+γ+αα! rαxβpγ ,

где a = (2a′)2. В случае n > 1 рассуждения аналогичны. �

9. ЭРМИТОВЫ НАБЛЮДАЕМЫЕ

Для любого монома z = zm ◦ . . . ◦ z1 ∈ Fm и f ∈ C положим Ĩ(fz) = f z1 ◦ . . . ◦ zm, где f —
комплексное сопряжение для f . По линейности Ĩ продолжается до инволюции

Ĩ : Q̃Oform → Q̃Oform, Ĩ ◦ Ĩ = id.
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Назовем наблюдаемую F ∈ Q̃Oform эрмитовой в нуле, если F = ĨF , и косоэрмитовой в
нуле, если F = −ĨF .

Предложение 9.1. Ĩ(J) = J .

Доказательство. Действительно, это простое утверждение следует из того факта, что
все образующие (2.3)–(2.8) в J либо эрмитовы, либо косоэрмитовы в нуле. �

Для любого F̃ ∈ Q̃Oform и F = π(F̃ ) положим I(F ) = π(ĨF̃ ). Согласно предложению 9.1
наблюдаемая I(F ) корректно определена.

Мы получили инволюцию I : QOform → QOform такую, что диаграмма

Q̃Oform Ĩ

π

Q̃Oform

π

QOform I QOform

коммутативна.

Замечание 9.1. Пусть conj : COform → COform — операция комплексного сопряжения.
Тогда диаграммы

Q̃Oform Ĩ

ãver

Q̃Oform

ãver

COform
conj

COform

и
QOform I

aver

QOform

aver

COform
conj

COform

очевидно коммутативны.

Назовем наблюдаемую F ∈ QOform эрмитовой в нуле, если F = IF .

Предложение 9.2. Следующие утверждения эквивалентны:

(1) F ∈ QOform эрмитова в нуле;

(2) разложение F по примитивному базису F =
∑

κ∈Z
2n
+

∑
z∈Fκ

prim
fzz симметрично: fIz =

= f z для любого z.

Пространство эрмитовых наблюдаемых образует подалгебру Ли в QO. Обозначим ее QOH.
Ниже (см. разд. 14) мы покажем, что если наблюдаемая эрмитова в нуле, она эрмитова везде
на своей области определения.

Произведение двух эрмитовых наблюдаемых, вообще говоря, эрмитовым не является. Од-
нако для любых F,G ∈ QOH имеем ([F,G]) ∈ QOH.

10. ПРАВЫЕ ОБРАТНЫЕ К aver

Отображение aver не имеет правого обратного гомоморфизма

Op: COform → QOform, aver ◦Op = idCOform .

Мы не будем доказывать этот простой факт, а лишь отметим один аналогичный результат:
теорему Гренвальда–ван Хова (см., например, [1, 6]).
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Теорема. Не существует линейного отображения Op: COform → QOform, удовлетворя-
ющего следующим свойствам. Для любых F,G ∈ COform

(1) [Op F,Op G] = Op{F,G};
(2) Op xj = x̂j, Op pj = p̂j ;

(3) Op F = I(OpF ).

На более алгебраичном языке эта теорема означает, что не существует гомоморфизма ал-
гебр Ли Op: CO → QOH, удовлетворяющего условиям (2), (3).

Хорошо известно, что такой гомоморфизм существует, если ограничиться подалгебрами,
образованными наблюдаемыми степени не выше 2. Более того, этот гомоморфизм единствен-
ный. Он определен уравнениями

Op(pjpk) = p̂j ◦ p̂k, Op(xjxk) = x̂j ◦ x̂k, Op(pjxk) =
1
2
(p̂j ◦ x̂k + x̂j ◦ p̂k)

для любых 1 ≤ j, k ≤ n.

В литературе рассматриваются различные отображения µ : COform → QOform, являющиеся
правыми обратными для aver. Как уже отмечалось, эти отображения не являются гомомор-
физмами. Ясно, что отображение µ достаточно определить на мономах xαpβ, α, β ∈ Z

n
+.

Если µ(F ) = F̂ , то F называется символом квантовой наблюдаемой F̂ . Различные отобра-
жения µ определяют xp-символы, px-символы, символы Вейля, Вика, анти-Вика и т.д. Напри-
мер,

• xp-символы соответствуют отображению µ такому, что µ(xαpβ) = x̂α ◦ p̂ β;

• px-символы соответствуют µ(xαpβ) = p̂ β ◦ x̂α;

• для символов Вейля

µ(xαpβ) =
n∏

j=1

1

C
βj

αj+βj

∑
type zj=(αj ,βj)

π(zj),

где zj — моном в пространстве Q̃Oform
j квантовых наблюдаемых с n = 1 и образующими

x̂j, p̂j .

11. ТЕОРЕМА О НЕЯВНОЙ ФУНКЦИИ

Назовем наблюдаемые F1(x̂, p̂ ), . . . , Fm(x̂, p̂ ) ∈ Q̃O независимыми в нуле, если функции
ãver F1(x, p), . . . , ãver Fm(x, p) ∈ CO независимы в нуле. Аналогичное определение используется
для F1, . . . , Fm ∈ QO.

Теорема 1 (теорема о неявной функции в Q̃O). Пусть

X1(x̂, p̂ ), . . . ,Xn(x̂, p̂ ), P1(x̂, p̂ ), . . . , Pn(x̂, p̂ ) ∈ Q̃O (11.1)

— наблюдаемые, независимые в нуле, такие, что X(0, 0) = P (0, 0) = 0. Тогда существуют
u1, . . . , un, v1, . . . , vn ∈ Q̃O такие, что x̂j = uj(X,P ), p̂j = vj(X,P ).

Следствие 11.1 (теорема о неявной функции в QO). Пусть

X1(x̂, p̂ ), . . . ,Xn(x̂, p̂ ), P1(x̂, p̂ ), . . . , Pn(x̂, p̂ ) ∈ QO
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независимы в нуле, X(0, 0) = P (0, 0) = 0 и

[Xj ,Xk] = [Pj , Pk] = 0, [Pj ,Xk] = δjk для всех 1 ≤ j, k ≤ n. (11.2)

Тогда существуют u1, . . . , un, v1, . . . , vn ∈ QO такие, что

π(x̂j) = ûj(X,P ), π(p̂j) = v̂j(X,P ).

Действительно, из уравнения (11.2) следует, что для любых 1 ≤ j, k ≤ n

Xj ◦ Xk − Xk ◦ Xj = Pj ◦ Pk − Pk ◦ Pj = 0, Pj ◦ Xk − Xk ◦ Pj = δjkr.

Следовательно, F (X,P ) = 0 для любой наблюдаемой F ∈ J . Таким образом, можно положить
û = π(u), v̂ = π(v), где u, v ∈ Q̃O построены в теореме 1.

Доказательство теоремы 1. Пусть(
X
P

)
= L

(
x̂
p̂

)
+ F (x̂, p̂ ), F (x̂, p̂ ) =

∞∑
k=2

Fk(x̂, p̂ ), (11.3)

где L : R
2n → R

2n — линейный оператор и Fk — векторнозначные однородные формы степени k.
Положим (

X̂
P̂

)
= L−1

(
X
P

)
, F̂ (x̂, p̂ ) = L−1F (x̂, p̂ ), F̂k(x̂, p̂ ) = L−1Fk(x̂, p̂ ).

Тогда уравнение (11.3) принимает вид(
X̂
P̂

)
=

(
x̂
p̂

)
+ F̂ (x̂, p̂ ). (11.4)

Можно считать, что для некоторого a > 0

Fk(x̂, p̂ ) � qakξk, k ≥ 2, ξ = x1 + . . . + xn + p1 + . . . + pn, (11.5)

где мажорантные неравенства (11.5) следует понимать в том смысле, что qakξk — мажоранта
для каждой компоненты вектора Fk. Тогда

F̂k(x̂, p̂ ) � q∗a
kξk, k ≥ 2, q∗ = Lq, (11.6)

где L = ‖L−1‖1 — l1-норма L−1.
Мы хотим решить уравнение (11.4) относительно x̂ и p̂, т.е. построить наблюдаемые

x̂ = u(X̂, P̂ ), p̂ = v(X̂, P̂ ), удовлетворяющие (11.4).
Уравнение (11.4) записывается в виде(

u
v

)
= M

(
u
v

)
, (11.7)

где

M :

(
u(X̂, P̂ )
v(X̂, P̂ )

)
�→

(
X̂
P̂

)
− F̂ (u, v).
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Пусть ϑ(X̂, P̂ ) обозначает 2n-мерный вектор
(

u(X̂,P̂ )

v(X̂,P̂ )

)
. Рассмотрим последовательность

ϑ0, ϑ1, . . . , где

ϑ0 =
(

X̂
P̂

)
, ϑs+1 = M(ϑs).

Имеем следующее очевидное
Предложение 11.1. Наблюдаемые ϑs+1 и ϑs совпадают во всех порядках, меньших s+1.
Следствие 11.2. Функции

(
u
v

)
= ϑs(X̂, P̂ ) удовлетворяют (11.7) во всех порядках,

меньших s + 1.
Следствие 11.3. Последовательность ϑ0, ϑ1, . . . сходится во всех порядках к ϑ ∈

∈ Q̃Oform — формальному решению (11.7).
Доказательство предложения 11.1. Индукция. �
Предложение 11.2. Предел ϑ лежит в Q̃O.
Доказательство. Положим ϑ(X̂, P̂ ) =

∑∞
k=1 ϑk(X̂, P̂ ), где ϑk — однородная форма сте-

пени k. Далее для удобства мы заменим аргументы X̂ , P̂ функций ϑ, ϑk на x̂, p̂.
Пусть дана аналитическая функция g(ξ) с ξ, удовлетворяющим (11.5). Скажем, что

ϑ(x̂, p̂ ) � g(ξ), если g(ξ) — мажоранта для каждой компоненты вектора ϑ. Считая, что
ϑk(x̂, p̂ ) � akqkξ

k, мы оценим коэффициенты qk.
Определим f(ξ) =

∑∞
k=0 ak+2qk+2ξ

k. Тогда

ϑ(x̂, p̂ ) � ξ + ξ2f(ξ).

Согласно (11.7)

ϑ1(x̂, p̂ ) =
(

x̂
p̂

)
, ϑs(x̂, p̂ ) = −

s∑
k=2

(
F̂k(ϑ(x̂, p̂ ))

)
s
, s ≥ 2, (11.8)

где (·)s обозначает однородную форму степени s по x̂ и p̂. Важно отметить, что правая часть
второго равенства (11.8) зависит только от форм ϑ1, . . . , ϑs−1.

Из (11.8) и (11.6) следует, что

ϑs(x̂, p̂ ) �
(

s∑
k=2

q∗a
k(2n)k

(
ξ + ξ2f(ξ)

)k

)
s

, s ≥ 2,

где (·)s обозначает коэффициент при ξs. Получаем

ϑ(x̂, p̂ ) � ξ +
∞∑

k=2

q∗a
k(2n)k

(
ξ + ξ2f(ξ)

)k
.

Таким образом, можно взять f удовлетворяющим уравнению

ξ2f(ξ) =
∞∑

k=2

q∗a
k(2n)k

(
ξ + ξ2f(ξ)

)k
,

которое эквивалентно следующему:(
1 − 2an(ξ + ξ2f)

)
f = 4n2q∗a

2(1 + ξf)2.
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Это квадратное по f уравнение имеет аналитическое решение

f(ξ) =
1 − Aξ −

√
(1 − Aξ)2 − B2ξ2

2Cξ2
,

A = 2na(1 + 4naq∗), B2 = 32n3a3q∗(1 + 2naq∗), C = 2na(1 + 2naq∗).

Очевидно, 0 < B < A и 0 < C < A. Согласно предложению C.2 имеем

f(ξ) � B(A + B)
8C(1 − (A + B)ξ)

. �

Теорема 1 доказана. �
Замечание 11.1. Если наблюдаемые (11.1) эрмитовы, наблюдаемые u, v, построенные в

теореме 1, также эрмитовы.

12. АВТОМОРФИЗМЫ QO
Пусть X̂1(x̂, p̂ ), . . . , X̂n(x̂, p̂ ), P̂1(x̂, p̂ ), . . . , P̂n(x̂, p̂ ) ∈ QO удовлетворяют (11.2). Назовем та-

кой набор наблюдаемых каноническим.
Определим отображение

A : QO → QO, QO � F (x̂, p̂ ) �→ A(F )(x̂, p̂ ) = F
(
X̂(x̂, p̂ ), P̂ (x̂, p̂ )

)
.

Предложение 12.1. Отображение A — автоморфизм (QO, ◦, [ · , · ]), т.е.

(a) A линейно;
(b) A(F ◦ G) = A(F ) ◦ A(G);
(c) A(r) = r;
(d) A([F,G]) = [A(F ),A(G)].

Доказательство. Утверждения (a), (b) и (c) очевидны, а (d) следует из (c). �
Назовем автоморфизм A каноническим. Из теоремы о неявной функции следует, что для

любого канонического автоморфизма A существует обратный автоморфизм A−1. Канониче-
ские автоморфизмы образуют группу Aut(QO).

Рассмотрим отображение a : CO → CO, порожденное симплектической заменой перемен-
ных

(x, p) �→ (X(x, p), P (x, p)), X = aver X̂, P = aver P̂ ,

CO � f(x, p) �→ a(f)(x, p) = f(X(x, p), P (x, p)).

Тогда диаграмма

QO A

aver

QO
aver

CO a CO
коммутативна.

Очевидно, a — автоморфизм
(
CO, · , {· , ·}

)
. Скажем, что a согласован с A. Пусть дан авто-

морфизм a : CO→CO. Тогда существует бесконечно много согласованных с ним A : QO→QO.
Автоморфизм A называется эрмитовым, если он сохраняет QOH, т.е. A(QOH) ⊂ QOH. Лю-

бой эрмитов автоморфизм можно считать автоморфизмом алгебры Ли–Йордана (QOH, ([ · , · ]),
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[ · , · ]). Ниже Aut(QOH) обозначает группу таких автоморфизмов. Очевидно, A ∈ Aut(QOH)
тогда и только тогда, когда наблюдаемые

A(x̂1), . . . ,A(x̂n),A(p̂1), . . . ,A(p̂n)

эрмитовы.

13. ОПЕРАТОРЫ e[H,·]

Для любых H,F ∈ QO положим

e[H,·]F = F +
1
1!

[H,F ] +
1
2!

[H, [H,F ]] + . . . (13.1)

Очевидно, F (x̂, p̂, t) := et[H,·]F0(x̂, p̂ ) — решение уравнения Гейзенберга

Ḟ = [H,F ], F
∣∣
t=0

= F0, F0,H ∈ QO.

Если H квадратичен (т.е. H ∈ π(F2)), то соответствующая замена (x̂, p̂ ) �→ e[H,·](x̂, p̂ )
линейна. В частности, соответствующий автоморфизм A сохраняет пространства Fk, k ∈ Z+.
Группа таких автоморфизмов изоморфна группе линейных симплектических отображений R

2n

на себя.
Предложение 13.1. Пусть H,F ∈ QO таковы, что

F � A

a − ξ
, H � Bξs

b − ξ
, 0 < a < b, A,B > 0, ξ = x1 + . . . + xn + p1 + . . . + pn.

Тогда выполняется оценка et[H,·]F � Φ(ξ, t), где

Φ =



A

a − µt − ξ
, если s = 1,

A

a − eµtξ
, если s = 2,

A

a − ξ − (s − 2)aµtξs−2
, если s ≥ 3,

µ =
2nsbB

(b − a)2
.

Замечание 13.1. Случай s = 0 можно свести к случаю s = 1, если заменить H(x̂, p̂ ) на
H(x̂, p̂ ) − H(0, 0).

Следствие 13.1. Для любого H � Bξs

b−ξ , s ≥ 2, оператор et[H,·] : QO → QO определен при
всех t ∈ C.

Доказательство предложения 13.1. Определим

W0(x̂, p̂ ) = F (x̂, p̂ ), Wm+1 = [H,Wm] для любого m ∈ Z+.

Основной факт, используемый в доказательстве, состоит в том, что

Wm �
(

µξs−1 ∂

∂ξ

)m A

a − ξ
. (13.2)

Эта оценка легко проверяется по индукции. При m = 0 она очевидно выполняется. Пред-
положим, что она верна при m = k. Тогда

Wk+1 �
{{

Bξs

b − ξ
,

(
µξs−1 d

dξ

)k A

a − ξ

}}
.
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Так как d
dξ

ξs

b−ξ � sbξs−1

(b−ξ)2
, s ≥ 1, имеем

Wk+1 � 2nsbBξs−1

(b − ξ)2
d

dξ

((
µξs−1 d

dξ

)k A

a − ξ

)
.

Заметим, что для некоторого многочлена P (u, v)

d

dξ

((
µξs−1 d

dξ

)k A

a − ξ

)
=

1
a − ξ

P

(
1

a − ξ
, ξ

)
и при любых 0 < a < b

1
(b − ξ)(a − ξ)

� 1
(b − a)(a − ξ)

.

Поэтому

Wk+1 � 2nsbBξs−1

(b − a)2
d

dξ

((
µξs−1 d

dξ

)k A

a − ξ

)
=

(
µξs−1 d

dξ

)k+1 A

a − ξ
.

Из оценки (13.2) вытекает, что

et[H,·]F � A

a − gt
s(ξ)

,

где gt
s — фазовый поток обыкновенного дифференциального уравнения ξ̇ = µξs−1. Остается

воспользоваться равенствами

gt
s(ξ) =


ξ + µt, если s = 1,

eµtξ, если s = 2,

ξ

(1 − (s − 2)µtξs−2)1/(s−2)
� ξ

1 − (s − 2)µtξs−2
, если s ≥ 3.

Предложение доказано. �
Предложение 13.2. Для любого H ∈ QO, H = O2(x̂, p̂ ), отображение e[H,·] : QO → QO

является каноническим автоморфизмом.

Доказательство. Рассмотрим произвольные F,G ∈ QO. Согласно следствию 13.1 на-
блюдаемые e[H,·]F , e[H,·]G лежат в QO. Таким образом,

e[H,·]F ◦ e[H,·]G = F ◦ G +
1
1!

(
[H,F ] ◦ G + F ◦ [H,G]

)
+ . . . =

= F ◦ G +
1
1!

[H,F ◦ G] + . . . = e[H,·]F ◦ G,[
e[H,·]F, e[H,·]G

]
= [F,G] +

1
1!

(
[[H,F ], G] + [F, [H,G]]

)
+ . . . =

= [F,G] +
1
1!

[H, [F,G]] + . . . = e[H,·][F,G]. �

Замечание 13.2. Для любого H ∈ QOH, H = O2(x̂, p̂ ), соответствующий автоморфизм
e[H,·] эрмитов.

16 ТРУДЫ МАТЕМАТИЧЕСКОГО ИНСТИТУТА ИМ. В.А. СТЕКЛОВА, 2005, т. 250



242 Д.В. ТРЕЩЕВ

14. АНАЛИТИЧЕСКОЕ ПРОДОЛЖЕНИЕ

Простейший канонический автоморфизм QO порождается наблюдаемыми

X = x̂ + x0, P = p̂ + p0, (x0, p0) = const ∈ C
2n.

Скажем, что наблюдаемую F (x̂, p̂ ) ∈ QO можно аналитически продолжить в точку
(x0, p0) ∈ C

2n, если F (x̂+x0, p̂+ p0) ∈ QO. Здесь имеется в виду, что, если подставить x̂+x0 и
p̂ + p0 вместо x̂ и p̂ в разложение F по однородным формам (точнее, в разложение некоторого
F̃ ∈ Q̃O, π(F̃ ) = F ) и затем переразложить по x̂ и p̂, получится элемент QO.

Аналитическое продолжение можно выполнить несколько раз, так что, подобно голоморф-
ным функциям, наблюдаемые из QO можно аналитически продолжать (если это возможно)
вдоль кривых на C

2n.
Назовем наблюдаемую F ∈ QO аналитической на множестве D ⊂ C

2n, если F можно
аналитически продолжить на D. В этом случае мы пишем F ∈ QO(D).

Любая наблюдаемая F ∈ QO(D), D ⊂ C
2n, определяет отображение

F : D → QO, D � (x, p) �→ F(x, p; x̂, p̂ ) = F (x + x̂, p + p̂ ).

Имеем следующее очевидное равенство. Для любой точки (x0, p0) ∈ D

F(x0 + x, p0 + p; x̂, p̂ ) = F(x0, p0; x̂ + x, p̂ + p), (14.1)

где (x, p) ∈ C
2n — произвольный малый вектор.

Таким образом, мы получаем эквивалентное определение QO(D). Скажем, что наблюдае-
мая F аналитична на D, если она определена равенством

F (x + x̂, p + p̂ ) = F(x, p; x̂, p̂ ), (x, p) ∈ D,

для некоторого отображения F : D → QO, удовлетворяющего (14.1).

Если D ⊂ R
2n и F

(
x̂, p̂

)
= F (x̂, p̂ ), мы говорим, что F вещественно аналитична на D.

Наблюдаемая F называется эрмитовой в точке (x0, p0), если F (x̂ + x0, p̂ + p0) эрмитова в
нуле.

Предложение 14.1. Предположим, что F ∈ QO(D) эрмитова в нуле. Тогда она эрми-
това в любой точке (x0, p0) ∈ D.

Доказательство. Достаточно проверить, что утверждение выполнено для наблюдаемой
F = π(fz + fIz), где z — моном. В этом случае утверждение очевидно. �

Предложение 14.2. Предположим, что F ∈ CO — мажоранта для F̂ ∈ QO (F̂ � F )
и F аналитична в области

D(x0, p0) =
{
(x, p) ∈ C

2n : |xj | ≤ x0
j , |pj | ≤ p0

j , j = 1, . . . , n
}
.

Тогда F̂ ∈ QO(D(x0, p0)).

Доказательство. В самом деле, пусть Ĝ ∈ Q̃O такова, что

π(Ĝ) = F̂ , Ĝ � F.
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Так как для любых (x̃, p̃ ) функция

f(x, p) = F
(
x1 + |x̃1|, . . . , xn + |x̃n|, p1 + |p̃1|, . . . , pn + |p̃n|

)
аналитична в нуле, наблюдаемая G̃(x̂, p̂ ) = Ĝ(x̂ + x̃, p̂ + p̃ ) удовлетворяет соотношениям

G̃(x̂, p̂ ) � f(x, p), π
(
G̃(x̂, p̂ )

)
= F̂ (x̂ + x̃, p̂ + p̃ ). �

Если F ∈ QO(D), то для любой области D1 ⊂ D имеем F ∈ QO(D1). Таким образом,
имеем естественное отображение ограничения QO(D) → QO(D1).

15. ФУНКЦИЯ НАБЛЮДАЕМОЙ

Пусть F1, . . . , Fk ∈ QO(D) — коммутирующие наблюдаемые:

[Fj , Fs] = 0, 1 ≤ j, s ≤ k.

Рассмотрим векторнозначную функцию aver F , где F = (F1, . . . , Fk). Обозначим D0 = F (D) ⊂
⊂ C

k.

Предложение 15.1. Пусть f : D0 → C — аналитическая функция. Тогда f(F ) ∈ QO(D)
корректно определена и aver f(F ) = f(aver F ).

Более того, если F1, . . . , Fk ∈ QOH и f вещественно аналитична, то f(F ) ∈ QOH.

Доказательство. Для любых (x0, p0) ∈ D имеем Fs(x̂ + x0, p̂ + p0) ∈ QO, s = 1, . . . , k.
Положим z0 = aver F (x0, p0) ∈ D0. Тогда

F
(
x̂ + x0, p̂ + p0

)
− z0 = Φ(x̂, p̂ ) = O1(x̂, p̂ ). (15.1)

Так как f(z + z0) аналитична по z в точке z = 0 ∈ C
k:

f(z + z0) =
∑
l∈Z

k
+

flz
l, fl = fl(z0) ∈ C,

можно определить

f
(
F (x0 + x̂, p0 + p̂ )

)
=

∑
l∈Z

k
+

flΦl ∈ QOform. (15.2)

Так как наблюдаемые Φ1, . . . ,Φk коммутируют, любой моном Φl, l ∈ Z
k
+, однозначно определен.

Используя мажоранты, легко проверить, что f
(
F (x0 + x̂, p0 + p̂ )

)
∈ QO.

Если наблюдаемые F1, . . . , Fk эрмитовы и f вещественно аналитична, возьмем в (15.1),
(15.2) (x0, p0) ∈ D ∩ R

2n:

f(F (x̂, p̂ )) =
∑
l∈Z

k
+

flF l,

где коэффициенты fl вещественны. Имеем I(flF l) = flF l, так как Fj = I(Fj) коммутируют.
Итак, f(F ) эрмитова в точке (x0, p0) и, следовательно, везде в D. �
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16. ТЕОРЕМА ДАРБУ

Теорема 2. Пусть P1, . . . , Pn ∈ QO — независимые в нуле коммутирующие наблюдае-
мые: [Pj , Ps] = 0, 1 ≤ j, s ≤ n. Тогда существует автоморфизм A ∈ Aut(QO) такой, что

A(Pj) = p̂j , j = 1, . . . , n.

Следствие 16.1 (некоммутативная теорема Дарбу). Пусть P1, . . . , Pn ∈ QO — незави-
симые в нуле коммутирующие наблюдаемые. Тогда существуют X1, . . . ,Xn ∈ QO такие,
что набор наблюдаемых X1, . . . ,Xn, P1, . . . , Pn канонический.

Более того, предположим, что X̃1, . . . , X̃n ∈ QO — другое дополнение P1, . . . , Pn до кано-
нического набора. Тогда

X̃j = Xj +
[
Φ̂(P1, . . . , Pn, r),Xj

]
, j = 1, . . . , n,

где Φ̂ ∈ QO — аналитическая наблюдаемая, зависящая только от P и r.
Чтобы показать, что некоммутативная теорема Дарбу (НТД) следует из теоремы 2, мы

определим Xj(x̂, p̂ ) = A−1(x̂j). Тогда, очевидно, наблюдаемые X, P образуют канонический
набор.

Чтобы доказать вторую часть НТД, заметим, что для любого s = 1, . . . , n наблюдаемая
X̃s − Xs коммутирует со всеми Pj , j = 1, . . . , n. Таким образом, Φs := X̃s − Xs зависят от P
и r. Остается воспользоваться тем фактом, что набор аналитических наблюдаемых

X1 + Φ1(P, r), . . . , Xn + Φn(P, r), P1, . . . , Pn

является каноническим тогда и только тогда, когда Φj(P, r) =
[
Φ̂(P, r),Xj

]
для некоторой

Φ̂ ∈ QO. �
Замечание 16.1. Если P1, . . . , Pn ∈ QOH, то в теореме 2 можно выбрать автоморфизм

A ∈ Aut(QOH).

17. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 2

Доказательство основано на быстро сходящейся процедуре типа метода Ньютона. Мы по-
строим автоморфизм A как предел

A = lim
m→∞

Am, Am+1 = e[χm,·] ◦ Am, m = 0, 1, . . .

Автоморфизм A0 линейный. Он приводит P1, . . . , Pn к виду

A0Pj = constj + p̂j + P
(0)
j , P

(0)
j = O2(x̂, p̂ ), P

(0)
j � µ0ξ

2

1 − λ0ξ
, j = 1, . . . , n.

Далее без ограничения общности мы считаем, что constj = 0.
Обозначим

AmPj = p̂j + P
(m)
j , j = 1, . . . , n.

Далее мы увидим, что P
(m)
j = O2m+1(x̂, p̂ ).

Пусть P̌
(m)
j — полиномиальная часть P

(m)
j степени, меньшей чем 2m+1 + 1:

P
(m)
j = P̌

(m)
j + Q

(m)
j , deg P̌

(m)
j ≤ 2m+1, Q

(m)
j = O2m+1+1(x̂, p̂ ). (17.1)
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Определим гамильтониан χm как решение системы

[p̂j , χm] = P̌
(m)
j . (17.2)

Лемма 17.1. Предположим, что P
(m)
j = O2m+1(x̂, p̂ ), j = 1, . . . , n, и, более того, для

некоторых постоянных µm, λm

P
(m)
j (x̂, p̂ ) � µmξ2m+1

1 − λmξ
, j = 1, . . . , n, ξ = x1 + . . . + xn + p1 + . . . + pn.

Тогда

Q
(m)
j (x̂, p̂ ) � µmλ2m

m ξ2m+1+1

1 − λmξ
(17.3)

и система (17.2) имеет решение χm = O2m+2(x̂, p̂ ),

χm(x̂, p̂ ) � nµmξ2m+2

1 − λmξ
. (17.4)

Мы докажем лемму 17.1 в приложении E.

Предложение 17.1. P
(m+1)
j = U

(m+1)
j + V

(m+1)
j , где

U
(m+1)
j = − 1

0!
Q

(m)
j − 1

1!
[
χm, Q

(m)
j

]
− 1

2!
[
χm,

[
χm, Q

(m)
j

]]
− . . . ,

V
(m+1)
j =

(
1
1!

− 1
2!

)[
χm, P̌

(m)
j

]
+

(
1
2!

− 1
3!

)[
χm,

[
χm, P̌

(m)
j

]]
+ . . .

Доказательство. Имеем

p̂j + P
(m+1)
j = p̂j + P

(m)
j +

1
1!

[
χm, p̂j + P

(m)
j

]
+

1
2!

[
χm,

[
χm, p̂j + P

(m)
j

]]
+ . . .

Теперь остается воспользоваться соотношениями (17.1), (17.2). �
Следствие 17.1. Если P

(m)
j = O2m+1(x̂, p̂ ), то P

(m+1)
j = O2m+1+1(x̂, p̂ ).

Лемма 17.2. Для любых m ∈ Z+ и σm > 0

U
(m+1)
j � µmλ2m

m

ξ2m+1+1

1 − Am − (1 + σm)λmξ
,

V
(m+1)
j � 2n2µ2

m(2m + 3)2(1 + σm)3

σ3
m

ξ2m+1+1

1 − Am − (1 + σm)λmξ
,

Am = 6n2µmλ−2m

m (2m+1 + 3)
(1 + σm)2

σ2
m

. (17.5)

Мы докажем лемму 17.2 в приложении F.

Итак, мы получаем последовательность Am. Ниже мы покажем, что Am ≤ 1/2 и Am → 0
при m → ∞. В построении P

(m)
j принимают участие три последовательности{µm}, {λm} и
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{σm}, m ∈ Z+, где

µm+1 ≥ µmλ2m

m

1 − Am
+

2n2µ2
m(2m + 3)2(1 + σm)3

σ3
m(1 − Am)

,

λm+1 =
1 + σm

1 − Am
λm.

(17.6)

Положим
λ−1 = 1, µm = µ0λ

2m

m−1, σm = σ0(m + 1) · 2−m.

Предложение 17.2. Существуют постоянные cλ, cσ такие, что для любых λ0, σ0,
удовлетворяющих условиям

λ0 ≥ cλn2(µ0 + 1), σ0 ≥ cσn
√

µ0 + 1, (17.7)

выполнены неравенства (17.6) и

Am ≤ 2−m−1 для любого m ∈ Z+. (17.8)

Доказательство. Так как последовательности λm, µm, σm и Am зафиксированы, мы
видим, что (17.6) и (17.8) выполняются при условиях

1 ≥ 2
(

λm−1

λm

)2m

+ 4n2µ0(2m + 3)2
(

1 + σm

σm

)3 (
λm−1

λm

)2m+1

,

1 ≥ 6n2µ0 · 2m+2(2m+3 + 3)
(

1 + σm

σm

)2 (
λm−1

λm

)2m

.

Легко видеть, что при m = 0 эти неравенства выполняются, если cλ достаточно велико, и при
m > 0, если cσ достаточно велико. �

Замечание 17.1. Если наблюдаемые P1, . . . , Pn в теореме 2 эрмитовы, то автоморфизм A
также может быть выбран эрмитовым.

18. КВАНТОВЫЕ НАБЛЮДАЕМЫЕ
НАД СИМПЛЕКТИЧЕСКИМ МНОГООБРАЗИЕМ

Пусть (M, {· , ·}) — вещественно аналитическое пуассоново многообразие с невырожденной
скобкой Пуассона {· , ·}. Пусть CO(M) — алгебра Ли аналитических функций на M .

Рассмотрим открытое покрытие M координатными окрестностями Vj с каноническими
координатами (x, p)j . Пусть CO(Vj) — алгебра Ли аналитических функций на Vj , и пусть
QO(Vj) обозначает алгебру квантовых наблюдаемых над Vj. Имеем гомоморфизмы

averj : QO(Vj) �→ CO(Vj).

Положим для краткости (x, p) = (x, p)j , (ξ, η) = (x, p)k. Функции перехода τj,k,

τj,k(x, p) = (ξ, η),

определенные на Vj ∩ Vk, задают изоморфизмы Tj,k : CO(Vk)
∣∣
Vj∩Vk

→ CO(Vj)
∣∣
Vj∩Vk

: для любой
функции fk = fk(ξ, η) ∈ CO(Vk)

∣∣
Vj∩Vk

fk → fj = Tj,kfj ∈ CO(Vj)
∣∣
Vj∩Vk

, fj(x, p) = fk ◦ τj,k(x, p).
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Предположим, что для любых j, k существует изоморфизм T̂j,k : QO(Vk)
∣∣
Vj∩Vk

→ QO(Vj)
∣∣
Vj∩Vk

,
согласованный с Tj,k, т.е. диаграммы

QO(Vk)
∣∣
Vj∩Vk

T̂j,k

averk

QO(Vj)
∣∣
Vj∩Vk

averj

CO(Vk)
∣∣
Vj∩Vk

Tj,k CO(Vj)
∣∣
Vj∩Vk

коммутативны. Более того, предположим, что для любых j, k, l таких, что Vj ∩ Vk ∩ Vl �= ∅,
имеем

T̂j,k ◦ T̂k,l ◦ T̂l,j = id.

Тогда эти изоморфизмы определяют алгебру QO(M), которая называется алгеброй кван-
товых наблюдаемых над M .

Существование таких изоморфизмов T̂j,k в общей ситуации, по-видимому, нетривиально.
Однако имеется несколько простых примеров.

Пример 1. Пусть M — кокасательное расслоение T ∗N , dimN = n, со стандартной пуас-
соновой структурой. Рассмотрим покрытие Uj многообразия N . Тогда Vj = T ∗Uj — покры-
тие M . Если x — координаты на Uj , имеем канонические координаты (x, p) на Vj . В этом
случае τj,k записываются в виде

(ξ, η) = τj,k(x, p) =
(
γj,k(x),

(
BT

j,k(x)
)−1

p
)
, Bj,k(x) =

(
∂γj,k(x)

∂x

)
,

где BT
j,k — матрица, транспонированная к Bj,k. Положим

T̂j,k

(
ξ̂
)

= γj,k(x̂), T̂j,k(η̂) =
1
2

((
BT

j,k(x̂)
)−1 ◦ p̂ +

(
p̂T ◦ B−1

j,k (x̂)
)T

)
. (18.1)

Существует единственный изоморфизм T̂j,k : QO(Vk)
∣∣
Vj∩Vk

→ QO(Vj)
∣∣
Vj∩Vk

, удовлетворяю-
щий (18.1).

Пример 2. Группа (Z,+) действует на алгебре QO(Rn × D), D ⊂ Rn:

l ∈ Z, F ∈ QO(Rn × D) −→ l(F )(x̂, p̂ ) = F (x̂ + ej l, p̂ ),

где ej — j-й базисный вектор в R
n. Неподвижные точки этого действия называются наблюда-

емыми, 2π-периодическими по xj . Они образуют подалгебру в
(
QO(Rn × D), ◦, [ · , · ]

)
.

Естественно отождествить подалгебру наблюдаемых, 2π-периодических по всем xj , j =
= 1, . . . , n, с QO(Tn × D).

19. ТЕОРЕМА ЛИУВИЛЛЯ

Пусть M — вещественно аналитическое симплектическое многообразие, dim M = 2n, такое,
что алгебра QO(M) определена. Предположим, что n аналитических эрмитовых наблюдаемых
F̂1, . . . , F̂n ∈ QOH(M) таковы, что

[F̂j , F̂k] = 0, 1 ≤ j, k ≤ n.
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Тогда вещественно аналитические функции Fj = aver F̂j , j = 1, . . . , n, образуют коммутатив-
ный набор:

{Fj , Fk} = 0, 1 ≤ j, k ≤ n.

Пусть D ⊂ M — область, на которой определены классические переменные угол–действие

(ϕ, I) ∈ T
n × D0, D0 ⊂ R

n.

Замена переменных

τ : T
n × D0 → D, (ϕ, I) �→ (x, p) = τ(ϕ, I)

симплектическая. Поэтому она порождает изоморфизм a алгебр Ли CO(D) и CO(Tn × D0):

CO(D) � f �→ a(f) = f ◦ τ ∈ CO(Tn × D0).

Рассмотрим алгебру QO(Tn × D0) с образующими ϕ̂ и Î.

Теорема 3. Для любой точки z0 = τ(ϕ0, I0) ∈ D существуют окрестность U ⊂ D0

точки I0 и эрмитов изоморфизм

A : QO(D•) → QO(Tn × U), D• = τ(Tn × U),

такие, что диаграмма

QO(D•)
A

aver

QO(Tn × D0)

aver

CO(D•)
a CO(Tn × D0)

коммутативна и

A(Fj) = Fj(Î , r), j = 1, . . . , n. (19.1)

Замечание 19.1. Наблюдаемые Îj = A(p̂j), ϕ̂j = A(x̂j) естественно назвать квантовыми
переменными действие–угол.

Замечание 19.2. По-видимому, A всегда можно продолжить до эрмитова изоморфизма
QO(D) и QO(Tn × D0).

Доказательство теоремы 3. Пусть Ij = Φj(F ), j = 1, . . . , n, — классические действия.
Положим Ĵj = Φj(F̂ ) ∈ QO(D). Так как наблюдаемые F̂ коммутируют, эти равенства имеют
смысл. Очевидно, Jj := aver Ĵj = Ij и F̂j — функции от Ĵ :

F̂j = F0
j (Ĵ(x̂, p̂ )). (19.2)

Пусть B0 ⊂ D — шар такой, что согласно некоммутативной теореме Дарбу существует
ψ̂ =

(
ψ̂1, . . . , ψ̂n

)
∈ QOH(B0) — дополнение до канонического набора наблюдаемых.

Пусть A0 : QO(V0) → QO(B0), V0 ⊂ R
2n
ψ,J , — соответствующий эрмитов изоморфизм:

A0(ψ̂j) = x̂j , A0(Ĵj) = p̂j, j = 1, . . . , n,

и a0 : CO(V0) → CO(B0) — его усреднение: aver ◦ A0 = a0 ◦ aver .
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Лемма 19.1. При достаточно малых t ∈ R наблюдаемые ψ̂l(x̂, p̂ ) и et[Ĵj ,·]ψ̂l(x̂, p̂ ) совпа-
дают на B0∩gt

Jj
B0, где gt

Jj
: D → D — поток гамильтоновой системы с гамильтонианом Jj .

Доказательство. Это утверждение становится очевидным в канонических координатах
ψ̂, Ĵ . �

Лемма 19.2. Для любых j, l = 1, . . . , n

a0

(
e2π{Jj ,·}Jl

)
= a0(Jl), a0

(
e2π{Jj ,·}ψl − 2πδlj

)
= a0(ψl).

Доказательство. Эти равенства следуют из определения классических переменных дей-
ствие–угол. �

Лемма 19.3. Для любых j, l = 1, . . . , n

A0

(
e2π{Ĵj ,·]Ĵl

)
= A0(Ĵl), A0

(
e2π{Ĵj ,·}ψ̂l − 2πδlj

)
= A0(ψ̂l + Ψ̂lj), (19.3)

где для некоторых Λ̂j ∈ QO(V0), Λ̂j = Λ̂j(Ĵ , r), имеем

Ψ̂lj = r ◦
[
Λ̂j(Ĵ , r), ψ̂l

]
. (19.4)

Доказательство. Первое равенство (19.3) очевидно. Чтобы доказать (19.4), применяем
aver ко второму уравнению (19.3). Согласно лемме 19.2 имеем aver Ψ̂lj = 0. Теперь равен-
ство (19.4) следует из того факта, что для любого j = 1, . . . , n набор наблюдаемых

ψ̂l + Ψ̂lj, Ĵl, l = 1, . . . , n,

каноничен. �
Положим

Îj := Ĵj −
1
2π

r ◦ Λ̂j , A0jΨ
(
ψ̂, Ĵ

)
:= A0Ψ

(
ψ̂ − 2πej , Ĵ

)
, (19.5)

где Ψ ∈ QO(V0) — произвольная наблюдаемая и ej ∈ R
n — j-й единичный вектор.

Лемма 19.4. Отображения

Sj := A0j ◦ e2π[Îj ,·] ◦ A−1
0 : QO(B0) → QO(B0)

являются тождественными автоморфизмами.

Доказательство. Достаточно проверить, что Sj действуют тождественно на каком-
нибудь каноническом наборе наблюдаемых в QO(B0), например ψ̂(x̂, p̂ ), Ĵ(x̂, p̂ ). Имеем

Sj(ψl(x̂, p̂ )) = A0j ◦ e2π[Îj ,·]ψl = A0j ◦ e−r◦[Λ̂j ,·](ψ̂l + 2πδlj + Ψ̂lj

)
=

= A0j

(
ψ̂l − r ◦

[
Λj , ψ̂l

]
+ 2πδlj + Ψ̂lj

)
= A0j

(
ψ̂l + 2πδlj

)
= ψ̂l(x̂, p̂ ).

Здесь второе равенство следует из (19.3), а четвертое — из (19.4).
Равенство Sj(Ĵ) = Ĵ очевидно.
Теперь определим ϕ̂, канонически сопряженные к Î, сначала локально, а затем продолжая

с помощью e[Î,·]. Из леммы 19.4 следует периодичность квантовых углов ϕ̂. Равенство (19.1)
вытекает из (19.2) и первого равенства (19.5). Теорема 3 доказана. �
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Пример 1 (гармонический осциллятор). В случае H = 1
2(p̂ 2+ x̂2) действие Î = H, а угол

находится из равенства ϕ̂ = 1
i ln(p̂ − ix̂) или ϕ̂ = −1

i ln(p̂ + ix̂). Эрмитов угол получится, если
взять ϕ̂ = 1

2i

(
ln(p̂ − ix̂) − ln(p̂ + ix̂)

)
.

Пример 2 (разделение переменных). Рассмотрим гамильтониан

H = Φ
(
Ĥ1(x̂1, p̂1), . . . , Ĥn(x̂n, p̂n)

)
,

где Φ — некоторые аналитические функции. Такая система очевидно интегрируема по Ли-
увиллю с F̂j = Ĥj(x̂j , p̂j). В этом случае говорят, что переменные разделяются.

Другие примеры квантовых систем, интегрируемых по Лиувиллю, можно найти в [3, 7, 8].
Некоторые аналогии между квантовой и классической проблемой интегрируемости обсужда-
ются в [9, 10].

В переменных действие–угол квантовая динамика выглядит совсем просто. Действительно,
рассмотрим уравнение Гейзенберга

Ḟ = [H,F ], F
∣∣
t=0

= F0, F0,H ∈ QO(Tn × D), D ⊂ R
n.

Предположим, что гамильтониан не зависит от ϕ̂, т.е. H = H(Î ).
Определим квантовый вектор частот

ω = (ω1, . . . , ωn), ωj = DjH(Î ), j = 1, . . . , n,

где Dj — j-я частная производная.
Если F0 = ϕ̂j , уравнение легко решается: F(ϕ̂, Î , t) = ϕ̂j + ωj(Î )t, так что для любого

F0(ϕ̂, Î ) ∈ QO(Tn × D) имеем
F(ϕ̂, Î , t) = Φt(F0)(ϕ̂, Î ),

где Φt = e[tH,·] : QO(Tn × D) → QO(Tn × D) — канонический изоморфизм, определенный
равенствами Φt(ϕ̂, Î ) = (ϕ̂ + ω(Î )t, Î ). Для любого G ∈ QO(Tn × D) имеем

Φt(G)(ϕ̂, Î ) = G(ϕ̂ + ω(Î )t, Î ).

В исходных координатах решение уравнения Гейзенберга

Ḟ = [H,F ], F |t=0 = F0,

имеет вид
F (x̂, p̂ ) = A−1 ◦ Φt ◦ A(F0)(x̂, p̂ ).

20. СОБСТВЕННЫЕ ФУНКЦИИ ОПЕРАТОРА ШРЁДИНГЕРА

Помимо простой динамики (в терминах решений уравнения Гейзенберга), квантовая инте-
грируемость по Лиувиллю несет важную информацию о спектре соответствующего оператора
Шрёдингера. В этом разделе содержится несколько условных результатов, косвенно подтвер-
ждающих этот факт. На традиционном языке некоторые аналогичные утверждения имеются
в [4].

Ниже мы сопоставляем r косоэрмитов оператор −i� · id на L2(Rn).
Предложение 20.1. Предположим, что наблюдаемые F1, . . . , Fk,Φ ∈ QO(R2n) удовле-

творяют равенствам
[Fj , Fl] = 0, [Fj ,Φ] = iΦ ◦ µj(F, ir). (20.1)
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Здесь µj : R
k+1 → R — некоторые функции, вещественно аналитические по первым k ар-

гументам и гладкие по последнему аргументу. Предположим также, что F1, . . . , Fk и Φ
соответствуют операторам на L2(Rn). Пусть ψ ∈ L2(Rn) — собственная функция для Fj :

Fj · ψ = λjψ, j = 1, . . . , k, (20.2)

лежащая в области определения оператора Φ. Тогда функция ϕ := Φ · ψ лежит в области
определения операторов F1, . . . , Fk и

Fj · ϕ = (λj + �µj(λ, �))ϕ.

Доказательство. Прямое вычисление:

Fj · ϕ = Fj ◦ Φ · ψ = Φ ◦ Fj · ψ + r ◦ [Fj ,Φ] · ψ = λjΦ · ψ + ir ◦ Φ ◦ µj(F, ir) · ψ =

= (λj + �µj(λ, �))ϕ. �

Предложение 20.2. Для любого F = F (p̂, ir) ∈ QOform и k ∈ C
n выполняется следую-

щее формальное тождество:

[
F (p̂, ir), ei〈k,x̂〉] = ei〈k,x̂〉 ◦ F (p̂ + ikr, ir) − F (p̂, ir)

r
.

Доказательство. 1. Случай F = p̂j очевиден.
2. Случай F = p̂α, α ∈ Z

n
+. Индукция по |α| с использованием тождества[

F1 ◦ F2, e
i〈k,x̂〉] =

[
F1, e

i〈k,x̂〉] ◦ F2 + F1 ◦
[
F2, e

i〈k,x̂〉] =

=
[
F1, e

i〈k,x̂〉] ◦ F2 +
[
F2, e

i〈k,x̂〉] ◦ F1 + r ◦
[
F1,

[
F2, e

i〈k,x̂〉]]
для любых F1, F2 ∈ QOform.

3. В случае произвольного F пользуемся линейностью. �
Если взять в предложении 20.1 Φ = ei〈k,x̂〉, получится
Следствие 20.1. Предположим, что система коммутирующих наблюдаемых F1, . . . , Fn,

[Fj , Fl] = 0, допускает глобальные переменные действие–угол ϕ̂, Î:

F = F(Î , ir), Î = M(F, ir).

Предположим, что наблюдаемым F1, . . . , Fn и ei〈k,ϕ̂〉 соответствуют операторы на L2(Rn).
Пусть ψ ∈ L2(Rn) — общая собственная функция для Fj :

Fj · ψ = λjψ, j = 1, . . . , n.

Предположим также, что ψk = ei〈k,ϕ̂〉 · ψ определена и лежит в L2(Rn).
Тогда

Fj · ψk = Fj

(
M(λ, �) + �k, �

)
ψk.

Доказательство. Действительно, согласно предложению 20.1

Fj · ψk = (λj + �µj(λ, �))ψk ,
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где функции µj(F, ir) удовлетворяют равенствам[
Fj , e

i〈k,ϕ̂〉] = iei〈k,ϕ̂〉 ◦ µj(F, ir).

Согласно предложению 20.2

µj(F, ir) =
Fj(Î + ikr, ir) −Fj(Î , ir)

ir
=

Fj(M(F, ir) + irk, ir) − Fj

ir
.

Следовательно, �µj(λ, �) = Fj(M(λ, �) + �k, �) − λj. �

ПРИЛОЖЕНИЯ

A. ФОРМУЛЫ

A.1. Коммутаторы. (a) Тождества Якоби:

[[F,G],H] + [[G,H], F ] + [[H,F ], G] = 0, (A.1)

[([F,G]),H] + [([G,H]), F ] + [([H,F ]), G] = 0, (A.2)

([[F,G],H]) + ([[G,H], F ]) + ([[H,F ], G]) = 0. (A.3)

(b) Тождества Лейбница:

[F ◦ G,H] = F ◦ [G,H] + [F,H] ◦ G, (A.4)

[([F,G]),H] = ([F, [G,H]]) + ([G, [F,H]]). (A.5)

(c) Правило “бац–цап”:

r2[F, [G,H]] = ([([G,F ]),H]) − ([([H,F ]), G]). (A.6)

A.2. Соотношения ∼ и ≈.
Обозначения. Пусть n = 1. Для любого монома z = π(p̂α ◦ x̂β ◦ p̂ γ) скажем, что z

β∼ uγvα.

Аналогично для любого монома ζ = π(x̂α ◦ p̂ β ◦ x̂γ) напишем ζ
β
≈ ũγ ṽα.

Если α + γ ≤ β, то мономы π(p̂α ◦ x̂β ◦ p̂ γ) и π(x̂α ◦ p̂ β ◦ x̂γ) можно считать элементами
примитивного базиса, но ниже мы не предполагаем, что это неравенство выполнено.

Предложение A.1. Пусть n = 1. Для любых α, β, γ ≥ 0 пусть z = π(p̂α ◦ x̂β ◦ p̂ γ) и
ζ = π(x̂α ◦ p̂ β ◦ x̂γ). Тогда

π(p̂ ◦ z)
β+1∼ uγvα+1, π(x̂ ◦ z)

β+1∼
(

1 +
u − v

β + 1
∂

∂v

)
uγvα, (A.7)

π(p̂ ◦ ζ)
β+1
≈

(
1 +

u − v

β + 1
∂

∂ṽ

)
ũγ ṽα, π(x̂ ◦ ζ)

β+1
≈ ũγ ṽα+1, (A.8)

π(r ◦ z)
β+1∼ v − u

β + 1
uγvα, π(r ◦ ζ)

β+1
≈ ũ − ṽ

β + 1
ũγ ṽα. (A.9)

Доказательство. Первое соотношение (A.7) очевидно, а второе следует из тождества

π(x̂ ◦ z) = π
(
p̂α ◦ x̂β+1 ◦ p̂ γ

)
+

α

β + 1
π
(
p̂α−1 ◦ x̂β+1 ◦ p̂ γ+1 − p̂α ◦ x̂β+1 ◦ p̂ γ

)
.
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Это тождество следует из более простого:

(β + 1)π
(
x̂ ◦ p̂α ◦ xβ − p̂α ◦ x̂β+1

)
= απ

(
p̂α−1 ◦ x̂β+1 ◦ p̂ − p̂α ◦ x̂β+1

)
.

Чтобы проверить это тождество, достаточно воспользоваться следующими тривиальными ра-
венствами:

π(x̂ ◦ p̂α − p̂α ◦ x̂) = −απ(p̂α−1), π
(
x̂β+1 ◦ p̂ − p̂ ◦ x̂β+1

)
= −(β + 1)π(x̂β).

Соотношения (A.8) проверяются аналогично, а (A.9) следуют из (A.7) и (A.8). �

A.3. Формы Σα,β. Введем обозначение

Σα,β :=
∑

type z=(α,β)

π(z).

Очевидно,

Aver Σα,β = Cα
α+βxαpβ. (A.10)

Предложение A.2. Предположим, что n = 1. Тогда

Σα,β = Cβ
α+β · 2−β

β∑
j=0

Cj
β π

(
p̂ j ◦ x̂α ◦ p̂ β−j

)
. (A.11)

Следствие A.1.

Σα,β
α∼ Cβ

α+β · 2−β(u + v)β, Σα,β
β
≈ Cα

α+β · 2−α(ũ + ṽ)α. (A.12)

Доказательство предложения A.2. Равенство (A.11) очевидно выполняется при α = 0
или β = 0. Имеем

Σα,β = π(x̂) ◦ Σα−1,β + π(p̂ ) ◦ Σα,β−1. (A.13)

Используя равенство (A.13) несколько раз, в итоге мы выразим Σα,β в терминах Σαk,βk
,

k = 1, . . . ,K, где для любого k = 1, . . . ,K имеем αkβk = 0. Таким образом, достаточно до-
казать (A.11), предполагая, что Σα−1,β и Σα,β−1 удовлетворяют (A.11).

Действуя по этому плану, мы вычисляем два слагаемых в правой части (A.13). Согласно
предложению A.1

π(x̂) ◦ Σα−1,β
α∼

(
1 +

u − v

α

∂

∂v

)
Cβ

α+β−1 · 2
−β(u + v)β ,

π(p̂ ) ◦ Σα,β−1
α∼ Cβ−1

α+β−1 · 2
1−βv(u + v)β−1.

Складывая эти соотношения, получаем

π(x̂) ◦ Σα−1,β + π(p̂ ) ◦ Σα,β−1
α∼ Cβ

α+β · 2−β(u + v)β . �
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A.4. Формы rl.
Предложение A.3. Пусть n = 1. Тогда

l! rl =
l∑

j=0

(−1)jCj
l π

(
x̂j ◦ p̂ l ◦ x̂l−j

)
=

l∑
j=0

(−1)jCj
l π

(
p̂ l−j ◦ x̂l ◦ p̂ j

)
,

Cβ
l+β l!π(rl ◦ p̂ β) =

l∑
j=0

(−1)jCj
l π

(
x̂j ◦ p̂ β+l ◦ x̂l−j

)
,

Cα
l+α l!π(rl ◦ x̂α) =

l∑
j=0

(−1)jCj
l π

(
p̂ l−j ◦ x̂α+l ◦ p̂ j

)
.

Следствие A.2. Aver(l! rl) = (2xp)l.
Доказательство предложения A.3. Индукция по l с использованием (A.9). �
Предложение A.4. Пусть n = 1 и F ∈ π(Fα,β). Тогда

F =
min{α,β}∑

j=0

fj j! rj ◦ σα−j,β−j, σk,l = (Ck
k+l)

−1Σk,l,

где коэффициенты fj удовлетворяют оценке

|fj| ≤ 2α+β−j‖F‖.

Доказательство. Предположим для определенности, что α ≤ β. Раскладывая F по при-
митивному базису, получаем

F
β
≈

α∑
k=0

qkũ
kṽα−k, ‖F‖ =

α∑
k=0

|qk|. (A.14)

Согласно предложениям A.1 и A.2

F
β
≈

α∑
j=0

fj · 2j−α

Cj
β

(ũ − ṽ)j(ṽ + ũ)α−j . (A.15)

Приравнивая многочлены в правых частях (A.14) и (A.15), получаем оценку

|fj| · 2j−α/Cj
β ≤ 2−αCj

α‖F‖.

Остается использовать неравенства Cj
β ≤ 2β, Cj

α ≤ 2α. �

B. ПРИМИТИВНЫЕ МОНОМЫ

B.1. Некоторые тождества.
Предложение B.1. В случае n = 1 для любых α, β ∈ Z+ выполняется тождество

π
(
x̂α ◦ p̂α+β ◦ x̂β

)
= π

(
p̂ β ◦ x̂α+β ◦ p̂α

)
. (B.1)

Следствие B.1. Множества мономов (5.3) и (5.4) совпадают при µ = ν.
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Доказательство предложения B.1. Во-первых, заметим, что тождество (B.1) эквива-
лентно следующему: [

π(x̂α ◦ p̂α), π(p̂ β ◦ x̂β)
]

= 0. (B.2)

Это равенство очевидно, если α = 0 или β = 0. Чтобы доказать (B.2) в общем случае, исполь-
зуем индукцию по α + β и тождество[

π(x̂α ◦ p̂α), π(p̂ β ◦ x̂β)
]

= π(x̂) ◦
[
π(x̂α−1 ◦ p̂α−1), π(p̂ β ◦ x̂β)

]
◦ π(p̂ ) +

+ βr ◦
[
π(x̂α ◦ p̂α), π(p̂ β−1 ◦ x̂β−1)

]
. (B.3)

Остается доказать (B.3). Согласно тождеству Лейбница[
π(x̂α ◦ p̂α), π(p̂ β ◦ x̂β)

]
=

[
π(x̂), π(p̂ β ◦ x̂β)

]
◦ π(x̂α−1 ◦ p̂α) + π(x̂) ◦

[
π(x̂α−1 ◦ p̂α), π(p̂ β ◦ x̂β)

]
=

= −βπ
(
p̂ β−1 ◦ x̂β+α−1 ◦ p̂α

)
+ π(x̂) ◦

[
π(x̂α−1 ◦ p̂α−1), π(p̂ β ◦ x̂β)

]
◦ π(p̂ ) +

+ π(x̂α ◦ p̂α−1) ◦
[
π(p̂ ), π(p̂ β ◦ x̂β)

]
=

= π(x̂) ◦
[
π(x̂α−1 ◦ p̂α−1), π(p̂ β ◦ x̂β)

]
◦ π(p̂ ) −

− βπ
(
p̂ β−1 ◦ x̂β+α−1 ◦ p̂α

)
+ βπ

(
x̂α ◦ p̂ β+α−1 ◦ x̂β−1

)
=

= π(x̂) ◦
[
π(x̂α−1 ◦ p̂α−1), π(p̂ β ◦ x̂β)

]
◦ π(p̂ ) + βr ◦

[
π(x̂α ◦ p̂α), π(p̂ β−1 ◦ x̂β−1)

]
. �

B.2. Доказательство предложения 5.2. Пусть z ∈ π(Fα,β), 0 ≤ α ≤ β, — моном, не
принадлежащий списку (5.3). Чтобы показать, что он составной, используем индукцию по α.
Сначала рассмотрим случай, когда

z = π(p̂µ ◦ x̂ν ◦ p̂λ), µ, ν, λ > 0, ν < µ + λ.

Если ν = 1, z составной согласно очевидному тождеству

π(p̂ ◦ x̂ ◦ p̂ ) =
1
2
π
(
p̂ 2 ◦ x̂ + x̂ ◦ p̂ 2

)
. (B.4)

Предположим, что z составной при всех положительных ν < ν0 < µ+λ. Рассмотрим случай
ν = ν0. Представим z в виде π(p̂a ◦ z̃ ◦ p̂ b), a, b ≥ 0, так что z̃ = π(p̂µ0 ◦ x̂ν0 ◦ p̂λ0), где

µ0, λ0 > 0, ν0 < µ0 + λ0 и ν0 > min{µ0, λ0}.

Пусть для определенности ν0 > µ0. Тогда согласно (B.1)

z̃ = π
(
x̂ν0−µ0 ◦ p̂ ν0 ◦ x̂µ0 ◦ p̂λ0+µ0−ν0

)
.

По предположению индукции π(p̂ ν0 ◦ x̂µ0 ◦ p̂λ0+µ0−ν0) составной. Поэтому z̃ и z тоже составные.
Теперь рассмотрим общий случай. Имеем

z = π
(
x̂α0 ◦ p̂ β1 ◦ x̂α1 ◦ p̂ β2 ◦ x̂α2 ◦ . . . ◦ p̂ βk ◦ x̂αk ◦ p̂ βk+1 ◦ x̂αk+1

)
для некоторых положительных α1, . . . , αk, β1, . . . , βk+1 и α0 ≥ 0, αk+1 ≥ 0,

0 ≤
k∑

j=1

αj ≤
k+1∑
j=1

βj . (B.5)

Важно отметить, что k ≥ 1 (иначе z содержится в списке (5.3)).
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Заметим, что выполняется по крайней мере одно из следующих неравенств:

αj < βj + βj+1, j = 1, . . . , k. (B.6)

Действительно, если k > 1 и все неравенства (B.6) неверны, имеем противоречие с (B.5).
В случае k = 1 может так случиться, что α1 = β1 + β2. Но в этом случае согласно (B.1)
z = π(x̂β2 ◦ p̂α1 ◦ x̂β1) — один из мономов (5.3).

Предположим, что (B.6) верно при j = s. Тогда достаточно доказать, что моном zs =
= π(p̂ βs ◦ x̂αs ◦ p̂ βs+1) составной. Таким образом мы свели общий случай к уже рассмотренному
выше. �

B.3. Доказательство предложения 5.3. Для любого монома z ∈ Fµ,ν его проекция
π(z) представима в виде линейной комбинации примитивных мономов. Следовательно, Fµ,ν

prim

порождает векторное пространство π(Fµ,ν). В частности, количество элементов

#Fµ,ν
prim ≥ dim π(Fµ,ν).

Чтобы доказать, что векторы из Fµ,ν
prim линейно независимы, заметим, что

#Fµ,ν
prim ≤ Количество мономов в (5.5) = m1 · . . . · mn,

где mj = max{µj , νj} + 1. Таким образом, согласно (5.2)

dim π(Fµ,ν) = m1 · . . . · mn = #Fµ,ν
prim.

Отсюда следует, что Fµ,ν
prim содержит все мономы (5.5) и образует базис в π(Fµ,ν). �

C. НЕКОТОРЫЕ МАЖОРАНТНЫЕ НЕРАВЕНСТВА

В этом приложении ζ и ξ — одномерные комплексные переменные.

Предложение C.1. Для любых 0 < a < b

1
(1 − aζ)(1 − bζ)

� b

(b − a)(1 − bζ)
. (C.1)

Доказательство сразу следует из равенства

b

(b − a)(1 − bζ)
=

1
(1 − aζ)(1 − bζ)

+
a

(b − a)(1 − aζ)
. �

Предложение C.2. Для любых 0 < β < α

1 − αξ −
√

(1 − αξ)2 − β2ξ2

ξ2
� β(α + β)

4(1 − (α + β)ξ)
.

Доказательство. Начнем с очевидного равенства

1 −
√

1 − ζ =
∞∑

k=1

(2k − 3)!!
(2k)!!

ζk.
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Теперь ясно, что

1−αξ−
√

(1−αξ)2 −β2ξ2

ξ2
=

1−αξ

ξ2

(
1−

√
1− β2ξ2

(1−αξ)2

)
=

1−αξ

ξ2

∞∑
k=1

(2k−3)!!
(2k)!!

β2kξ2k

(1−αξ)2k
�

� β2

2(1 − αξ)

∞∑
k=0

β2kξ2k

(1 − αξ)2k
=

β2(1 − αξ)
2(1 − (α + β)ξ)(1 − (α − β)ξ)

�

� β2

2(1 − (α + β)ξ)(1 − (α − β)ξ)
.

Остается воспользоваться оценкой (C.1). �
Предложение C.3. Для любого k ∈ N и λ > 0

λkζk

1 − λζ
� 1

1 − λζ
. (C.2)

Доказательство следует из равенства 1/(1 − λζ) = 1 + λζ + λ2ζ2 + . . . �
Предложение C.4. Для любых α, k ∈ N и λ > 0

d

dζ

ζk

(1 − λζ)α
� (k + α)

ζk−1

(1 − λζ)α+1
. (C.3)

Доказательство. Явное вычисление:

d

dζ

ζk

(1 − λζ)α
=

kζk−1

(1 − λζ)α
+

αλζk

(1 − λζ)α+1
� (k + α)

ζk−1

(1 − λζ)α+1
. �

Предложение C.5. Для любого l ∈ Z+ и постоянных a, λ > 0 рассмотрим последова-
тельность

b0 =
a0ζ

l+1

1 − λζ
, bs+1 = a

d

dζ

(
ζ2

1 − λζ

)
dbs

dζ
. (C.4)

Тогда

bs �
a0s! ζ l+1

1 − λζ

(
3a(l + 3)
(1 − λζ)3

)s

. (C.5)

Более того, для некоторого σ > 0 пусть

A = 3a(l + 3)
(1 + σ)2

σ2
.

Предположим, что a = a(σ) настолько мало, что A < 1. Тогда

∞∑
s=0

bs

s!
� a0ζ

l+1

1 − A − (1 + σ)λζ
. (C.6)

Доказательство. Сначала докажем (C.5). Индукция: случай s = 0 очевиден. Если для
некоторого s ≥ 0 (C.5) выполнено, имеем

bs+1 = a0 s! as+1 · 3s(l + 3)s
d

dζ

(
ζ2

1 − λζ

)
d

dζ

(
ζ l+1

(1 − λζ)3s+1

)
.
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Тогда согласно (C.3)

bs+1 � a0 s! as+1 · 3s+1(l + 3)s(l + 3s + 2)
ζ l+1

(1 − λζ)3s+4
.

Остается воспользоваться очевидным неравенством l + 3s + 2 < (s + 1)(l + 3).
Теперь докажем (C.6). Согласно предложению C.1 имеем

1
(1 − λζ)3

� 1
1 − (1 + σ)λζ

1
(1 − λζ)2

� (1 + σ)2

σ2

1
(1 − (1 + σ)λζ)3

.

Следовательно,

∞∑
s=0

bs

s!
� a0ζ

l+1

1 − λζ

∞∑
s=0

(
A

1 − (1 + σ)λζ

)s

� a0ζ
l+1

1 − A − (1 + σ)λζ
. �

D. ОПЕРАТОРЫ [p̂j, · ] И ИХ ПРАВЫЕ ОБРАТНЫЕ

Для любого j ∈ {1, . . . , n} рассмотрим оператор [p̂j , · ] : QO → QO.
Предложение D.1. Оператор [p̂j , · ] имеет правый обратный Ij : QO → QO:

[p̂j, Ij(·)] = idQO

такой, что для любого монома z ∈ Fα,β, (α, β) ∈ Z
2n
+ , имеем

Aver Ij(π(z)) � xj · xαpβ.

Следствие D.1. Для любых F ∈ QO и f ∈ CO таких, что F (x̂, p̂ ) � f(x, p), имеем

IjF (x̂, p̂ ) � xj · f(x, p).

Доказательство предложения D.1. Достаточно рассмотреть случай, когда z содержит
только множители x̂j и p̂j. Поэтому можно положить n = 1, (α, β) ∈ Z

2
+. Для краткости

обозначим
x̂j = x̂, p̂j = p̂, Ij = I.

Можно также считать, что z ∈ Fα,β
prim.

Рассмотрим случай α ≥ β. Тогда для некоторого l ∈ {0, . . . , β} имеем z = p̂ l ◦ x̂α ◦ p̂ β−l.
Положим

I(π(z)) =
1

α + 1
π
(
p̂ l ◦ x̂α+1 ◦ p̂ β−l

)
.

Тогда предложение D.1 очевидно выполняется.
Случай α < β более сложный. Для некоторого l ∈ {0, . . . , α} имеем z = x̂l ◦ p̂ β ◦ x̂α−l.

Предположим для определенности, что l ≥ α − l (случай l < α − l аналогичен). Положим

Ij(π(z)) =
1

l + 1
π(x̂l+1 ◦ p̂ β ◦ x̂α−l) − α − l

(l + 1)(l + 2)
π(x̂l+2 ◦ p̂ β ◦ x̂α−l−1) +

+
(α− l)(α− l− 1)

(l + 1)(l + 2)(l + 3)
π(x̂l+3 ◦ p̂ β ◦ x̂α−l−2) − . . . +

(−1)α−l(α− l)!
(l + 1)(l + 2) . . . (α + 1)

π(x̂α+1 ◦ p̂ β).
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Таким образом,

Aver I(π(z)) =
(

1 +
α − l

l + 2
+

(α − l)(α − l − 1)
(l + 2)(l + 3)

+ . . . +
(α − l)!

(l + 2) . . . (α + 1)

)
xα+1pβ

l + 1
�

� xα+1pβ. �

E. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ЛЕММЫ 17.1

Оценка (17.3) следует из определения Q
(m)
j . Теперь построим решение (17.2). Из равенств[

p̂s + P
(m)
s , p̂l + P

(m)
l

]
= 0 следует, что

[
p̂s, P

(m)
l

]
−

[
p̂l, P

(m)
s

]
= −

[
P (m)

s , P
(m)
l

]
= O2m+1(x̂, p̂ ), s, l = 1, . . . , n.

Подставляя в это уравнение P̌
(m)
j + Q

(m)
j вместо P

(m)
j , получаем

[
p̂s, P̌

(m)
l

]
−

[
p̂l, P̌

(m)
s

]
= O2m+1(x̂, p̂ ) = 0,

потому что deg
[
p̂s, P̌

(m)
l

]
и deg

[
p̂l, P̌

(m)
s

]
не превосходят 2m.

Положим χ(1) = I1(P̌
(m)
1 ), где оператор I1 (правый обратный к [p̂1, · ]) определен в прило-

жении D. Тогда [
p̂1, χ

(1)
]

= P̌
(m)
1 , χ(1) � µmξ2m+2

1 − λmξ
.

Для любого j = 2, . . . , n наблюдаемая

Φ(1)
j := P̌

(m)
j −

[
p̂j, χ

(1)
]

— многочлен, содержащий лишь слагаемые степеней 2m + 1, 2m + 2, . . . , 2m+1. Более того, он
не зависит от x̂1. Действительно,[

p̂1,Φ
(1)
j

]
=

[
p̂1, P̌

(m)
j

]
−

[
p̂j, P̌

(m)
1

]
= 0.

На самом деле Φ(1)
j равен сумме всех слагаемых в P̌

(m)
j , не зависящих от x̂1.

Положим χ(2) = I2

(
Φ(1)

2

)
. Тогда

[
p̂2, χ

(1) + χ(2)
]

= P̌
(m)
2 , χ(2) � µmξ2m+2

1 − λmξ

и для любого j = 3, . . . , n наблюдаемая

Φ(2)
j := P̌

(m)
j −

[
p̂j, χ

(1) + χ(2)
]

— многочлен, содержащий лишь слагаемые степеней 2m + 1, 2m + 2, . . . , 2m+1. Более того, он
не зависит от x̂1 и x̂2. Положим χ(3) = I3

(
Φ(2)

3

)
.

Продолжая аналогично, мы определяем χ(4), . . . , χ(n). Наконец, положим χm = χ(1) + . . .
. . . +χ(n). �
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F. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ЛЕММЫ 17.2

Имеем

Q
(m)
j � µmλ2m

m ξ2m+1+1

1 − λmξ
= b0,

где b0 определен в (C.4) и

ζ = ξ, a0 = µmλ2m

m , λ = λm, l = 2m+1.

Согласно предложению C.3

χm � nµmξ2m+2

1 − λmξ
� nµmλ−2m

m ξ2

1 − λmξ
.

Таким образом,

[
χm, Q

(m)
j

]
�

{{
nµmλ−2m

m ξ2

1 − λmξ
,

µmλ2m

m ξ2m+1+1

1 − λmξ

}}
� 2n

d

dξ

(
nµmλ−2m

ξ2

1 − λmξ

)
db0

dξ
� b1,

где b1 определен в (C.4) и

a = 2n2µmλ−2m

m , k = 2m. (F.1)

Аналогично
[
χm,

[
χm, Q

(m)
j

]]
� b2 и т.д. Итак, согласно предложению C.5

U
(m+1)
j �

∞∑
s=0

bs

s!
� µmλ2m

m ξ2m+1+1

1 − Am − (1 + σ)λmξ
.

Теперь оценим V
(m+1)
j . Имеем

[
χm, P̌

(m)
j

]
�

{{
nµmξ2m+2

1 − λmξ
,

µmξ2m+1

1 − λmξ

}}
� 2n2µ2

m(2m + 3)(2m + 2)
ξ2m+1

(1 − λmξ)4
�

� 2n2µ2
m(2m + 3)2

(1 + σ)3

σ3

ξ2m+1

1 − (1 + σ)λmξ
.

(В последней оценке мы воспользовались предложением C.1.) Следовательно,
[
χm, P̌

(m)
j

]
� b0,

где b0 определен в (C.4) и

ζ = ξ, a0 = 2n2µ2
m(2m + 3)2

(1 + σ)3

σ3
, λ = (1 + σ)λm, l = 2m+1.

Получаем
[
χm

[
χm, P̌

(m)
j

]]
� b1, где b1 определен в (C.4) с a таким же, как и в (F.1). Повторяя

рассуждения, приходим к оценке

V
(m)
j �

∞∑
s=0

bs

s!
� 2n2µ2

m(2m + 3)2
(1 + σ)3

σ3

ξ2m+1+1

1 − Am − (1 + σ)λmξ
. �
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