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Введение 
Пусть W, W*— двойственные я-мерные линейные пространства над 

полем вещественных чисел. Их элементы будем обозначать соответст­
венно через х, у. Пусть (у, х) — значение ковектора у на векторе х. Рас­
смотрим функцию V : W-^R, определенную формулой 

т 
V(X) = ^ l>& еХр (Я/е, X), (1) 

где vh — отличные от нуля вещественные числа, аи...7ат — ненулевые 
векторы из W*. Функция V будет играть роль потенциальной энергии 
потенциала экспоненциального взаимодействия. Набор векторов 
#i, • • •, ат — «спектр» суммы экспонент (1) —обозначим WI. Пусть 
< , > — скалярное произведение в пространстве W*. Метрика < , > по­
зволяет отождествить двойственные пространства W и W*. Более точно, 
существует линейный изоморфизм А : W*-*W такой, что (у,х) = 
=(yiA~ix} для всех X G F , y<^W\ Зная метрику < , > и потенциал У, 
мы можем теперь записать уравнения движения системы с экспоненци­
альным взаимодействием (W, < , >, V): 

х = Ау, y = —^[Vkexp(ak, x)]ak. (2) 
к 

Пусть еи . . . , еп и еД . . . , еп* — сопряженные базисы в W и W*. По­
ложим х= 2 xiei и У=2)У&*- В координатах хи . . . , хп, уи .. . , уп на фа­
зовом пространстве WxW* уравнения (2) можно представить в виде 
канонических уравнений Гамильтона 

ду£ dxt 

с гамильтонианом H=T,+ V, T=(y, y}/2 — кинетическая энергия си­
стемы. 

Пусть D:W-*-W«—невырожденный линейный оператор и D* : W*-*-
r-*-W*— оператор, сопряженный с D. Отображение WxW*-+WxW*t за­
даваемое формулами x'=Dx, y'=(D*)-ly, является каноническим. В ча­
стности, в новых переменных х / , . . . , хп\ у/,.. ., уп' уравнения Гамиль­
тона (3) будут снова иметь канонический вид с тем же гамильтонианом. 
Подходящим выбором оператора D кинетическую энергию можно при­
вести к сумме квадратов: 

Гамильтоновы системы вида (2) часто встречаются в приложениях. 
Например, динамика конечной периодической цепочки Тоды [1] описы­
вается системой уравнений (3) с функцией Гамильтона 
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н = — 2 y \ + 2 ехР (Xs~~ Xs^> Xn^ = xi- (4) 
S = 1 S = l 

Уравнения (2) встречаются также при изучении некоторых однородных 
космологических моделей в общей теории относительности [2]. 

Поиску случаев интегрируемости гамильтоновых систем (2) посвя­
щено значительное число работ. М. Эно [3], Г. Флашка [4], С. В. Ма-
наков [5] установили полную интегрируемость цепочки Тоды: уравне* 
ния Гамильтона с гамильтонианом (4) имеют п независимых полиноми­
альных по импульсам первых интегралов, попарно находящихся в инво­
люции. Этот результат был обобщен в работах [6, 7, 8] на случай, когда 
спектр Зй является системой простых корней простой алгебры Ли. С этой 
точки зрения гамильтониан (4) соответствует алгебре типа Ап. 
Е. К. Склянин [9] указал еще одно интегрируемое обобщение цепочки 
Тоды: 

П у2 / 1 - 1 

Н = 2 ~7" + 2 exp(xs+1— xs) + a1expx1 + -^ехр(2х1) + 
S—l s = l 

+ ссп ехр (— хп) + ~Y exp (— 2хп), (5) 

где o&i, Pi, <Xn, Pn — произвольные вещественные постоянные. Метод ра­
бот [3—9] основан на представлении уравнений Гамильтона (2) в виде 
L — А пары Лакса. Элементы матриц L и А являются линейными функ­
циями импульсов Уи...,уп, коэффициенты которых — конечные суммы 
вещественных экспонент: 

2 h ехр (сх, х), h e R, ъ е R". (6) 

Следовательно, следы степеней матрицы L — интегралы уравнений Га­
мильтона— являются полиномами по импульсам с коэффициентами 
вида (6). 

Относительно интегрируемости систем (2) в общем случае мало что 
известно. В [10] рассмотрен случай, когда Ш состоит из п+\ векторов. 
аи . . . , ап+и причем любые п из них предполагаются независимыми. До­
казано, что при этих предположениях критерием алгебраической ин­
тегрируемости системы (2) является выполнение условий 

i l 2 ^ - e = - z * , z * = {0 ,1 ,2 , . . . } 

при всех 1Ф\. Алгебраическая интегрируемость означает, в частности,, 
что переменные ys, exp xs (l^is^n) мероморфны на плоскости ком­
плексного времени для почти всех начальных данных. Отыскание необ­
ходимых условий алгебраической интегрируемости основано на класси­
ческом методе С. В. Ковалевской, примененном ею в динамике твердого 
тела [ И ] . Отметим, что далеко не каждая вполне интегрируемая систе­
ма вида (2) будет алгебраически интегрируемой в смысле определения 
работы [10]. Вот простой пример системы с одной степенью свободы: 

Н= [*/2 + ехр (—2x)fm(exp x) ]/2, 

где fm(') —многочлен степени т с простыми корнями. Эта система ал­
гебраически неинтегрируема при т^Ъ. Действительно, функции 

J (2hq* — fm (q))~V2dq = /, q = exp x, y = qlq 
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являются ее решениями с запасом полной энергии" Л. Ясно, что при 
т^Ъ для почти всех h функция t^-q(t) многозначна на комплексной 
плоскости. 

Мы будем изучать интегрируемость системы (2) в вещественной об­
ласти. 

В [6] выявлено сложное поведение траекторий системы (2) с бес­
конечной группой Кокстера, порожденной отражениями относительно 
векторов а^Ш. Было бы интересным связать конечность группы Кок­
стера с наличием дополнительного интеграла, независимого с энерги­
ей Я. 

§ 1. Строение интегрируемых систем 
Гамильтонову систему уравнений (2) назовем интегрируемой по 

Биркгофу, если она имеет п полиномиальных по импульсам интегралов 
с коэффициентами вида (6), старшие однородные формы которых поч­
ти всюду независимы (как функции в W?X W*) • 

В случае двух степеней свободы условие независимости старших 
форм мы заменим более слабым условием независимости дополнитель­
ного полиномиального интеграла с интегралом энергии (как аналитиче­
ских функций в фазовом пространстве Wx W*). 

Биркгоф исследовал условия существования линейных и квадратич­
ных по импульсам интегралов общих натуральных гамильтоновых си­
стем с двумя степенями свободы [12]. Наличие таких интегралов свя­
зано с существованием «скрытых» циклических координат и разделен­
ных канонических переменных. Гамильтоновы системы из работ [3—9], 
как было отмечено выше, интегрируемы по Биркгофу. 

Вектор из Ш назовем максимальным, если он имеет наибольшую дли­
ну среди всех векторов 9Й, имеющих с ним одинаковое направление. 

Наш основной результат составляет 
ТЕОРЕМА 1. Предположим, что гамильтонова система (2) интегри­

руема по Биркгофу. Пусть а{ — максимальный вектор из Зй и вектор 
Uj<=Wl линейно независим с а{. Тогда 

2 <ah ал 
^ - G E - Z + . (7) 

С л е д с т в и е 1. Если система (2) интегрируема по Биркгофу, то лю­
бые два линейно независимых максимальных вектора ai9 а^Ш удовлет­
воряют условию (7). 

Это утверждение полезно сравнить с результатом работы [10], в ко­
торой рассмотрен случай, когда Зй состоит из п-\-\ векторов аи . . . , ап+1, 
причем любая подсистема из п векторов линейно независима. В [10] по­
казано, что критерием алгебраической интегрируемости системы (2) яв­
ляется как раз выполнение условия (7). Следствие 1 утверждает, что в 
этом случае критерием интегрируемости по Биркгофу также является 
условие (7). Эта ситуация аналогична положению дел в классической 
задаче о вращении тяжелого твердого тела с неподвижной точкой: 
уравнения движения алгебраически интегрируемы тогда и только тогда, 
когда они имеют полный набор независимых полиномиальных интегра­
лов (см., например, [11]). 

С л е д с т в и е 2. Если система интегрируема по Биркгофу, то 
1) угол между любыми двумя векторами из 5Ш равен одному из сле­

дующих: 0, я/2, 2я/3, Зя/4, 5я/6, я; 
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2) пусть а, а'^Ш и вектор а максимальный; если угол между а и аг 

равен 2я/3, то | а | = | а ' | ; если угол равен Зя/4, то выполнено одно из 
равенств: | а | = у 2 | а / | , | а | = |а / | / ] /2; если угол равен 5я/6, то выполне­
но одно из равенств: | а | = у з | а ' | , \а\ = 2 | а ' | / у З , | а | = Jах|/УЗ. 

Вывод заключения 1) из условия (7) хорошо известен в теории кор­
невых систем (см., например, [13—14]). Заключение 2) доказано в § 2. 

Ниже приводится классификация интегрируемых по Биркгофу га­
мильтоновых систем. 

Пусть W* есть прямая сумма ортогональных подпространств 
W*, . . . , Wm* и спектр Ш лежит в их объединении \JW*. Через Wu . . . 
. . . , Wm обозначим образы W*, . . . , Wm* при отображении A: W*-*~W. 
Легко понять, что система (2) распадается на m замкнутых подсистем 
с фазовыми пространствами WiXWfczWxW*. Пусть Н{ — ограничение 
функции Гамильтона Н на Wi+W*. Тогда, очевидно, #=2#,-. Если ба­
зисные векторы еи...,еп принадлежат объединению \X\[j ... \JWmy то 
в соответствующих канонических переменных хи . . . , хп, уи . . . ,уп урав­
нения (3) разбиваются на m замкнутых гамильтоновых систем с функ­
циями Гамильтона Н{ (т. е. происходит частичное разделение перемен­
ных). Мы будем говорить, что в этой ситуации исходная гамильтонова 
система есть прямая сумма своих подсистем. Если такое разложение 
невозможно (разумеется, в предположении, что каждое из подпро­
странств W{ нетривиально), то гамильтонову систему назовем неприво­
димой. Имеет место очевидное 

П р е д л о ж е н и е 1. Каждая гамильтонова система (2) есть пря­
мая сумма своих неприводимых гамильтоновых подсистем. 

Пусть а и ip — векторы из ЗИ и ф — угол между ними. Если гамильто­
нова система интегрируема по Биркгофу, то, как утверждает следствие 2 
теоремы 1, 4cos2<p может быть одним из следующих целых чисел: 0, 1, 
2, 3, 4. Это обстоятельство подсказывает нам ввести в рассмотрение 
граф Кокстера интегрируемой по Биркгофу гамильтоновой системы. Это 
граф, вершинами которого служат векторы из Ш, причем две вершины 
а и р соединены 4cos2cp ребрами. Ясно, что если интегрируемая система 
неприводима, то ее граф Кокстера связен и непуст. 

Если dim W*=l, то множество 3RDW* может быть любым конечным 
множеством векторов. Это замечание вытекает из факта полной инте­
грируемости гамильтоновых систем с одной степенью свободы. Остав­
ляя в стороне эти тривиальные случаи, мы будем в дальнейшем предпо­
лагать, что dim W*> l. 

Итак, рассмотрим строение интегрируемой неприводимой гамильто­
новой системы с п>\ степенями свободы. 

П р е д л о ж е н и е 2. Любые два линейно зависимых вектора из 
ЗЯ направлены в одну сторону. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Положим Ha={b^W*: <а, Ь>^0}. Пусть а, р — 
линейно зависимые векторы из Ш. Если 'уеЗИ и *\Фка, feeR, то по тео­
реме 1 ч^ГГа и 'уеПр. Если а и р направлены в разные стороны, то пе­
ресечение ПаППр является гиперплоскостью в W*, ортогональной а и р. 
Следовательно, в этом случае у ортогонален векторам а и р. Но это про­
тиворечит предположению о неприводимости. Предложение доказано. 

Интегрируемую систему со спектром Ш назовем полной, если не су­
ществует ненулевого вектора a^W* такого, что множество !OT(J{a} Удов­
летворяет условиям теоремы 1. Спектр каждой интегрируемой по Бирк-
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гофу гамильтоновой системы получается из некоторого полного спектра 
отбрасыванием части элементов. При таком уменьшении множества Ш 
не должна, конечно, нарушаться связность графа Кокстера и число его 
вершин не может оказаться меньше, чем dim W*=n. 

Как легко понять, граф Кокстера определяет лишь углы между па< 
рами векторов из 2Д. Для того чтобы можно было восстановить отно­
шения длин векторов, припишем каждой вершине графа Кокстера коэф­
фициент, пропорциональный квадрату длины <а, а> соответствующего 
вектора аеЗИ. Доопределенный таким образом граф Кокстера назовем 
(как это принято в теории корневых систем) схемой Дынкина. Условим­
ся не различать схемы Дынкина, отличающиеся друг от друга лишь 
положительным коэффициентом пропорциональности. Этому соглаше­
нию можно придать прозрачный динамический смысл. 

Рассмотрим две гамильтоновы системы, у которых векторы из их 
спектров отличаются положительным множителем k>0. Нетрудно про­
верить, что подстановка x*-+kx, t^-kt переводит уравнения движения (2) 
одной системы в уравнения движения другой системы. С помощью след­
ствия 2 из теоремы 1 и предложения 2 можно показать, что схема Дын­
кина однозначно, с точностью до изоморфизма, определяет спектр ин­
тегрируемой неприводимой гамильтоновой системы (ср. с [13—14]). 

ТЕОРЕМА 2. Схема Дынкина полной неприводимой гамильтоновой 
системы, интегрируемой по Биркгофу, изоморфна одной из следующих 
схем: 

1 / / 
/ / / / \ f \t 1 1 U 
о—о—о—о о—о—о—о 

kt I/ 

1 1 1 1 1 / / / / / / / 
о—о—о—о—о о—о—о—о—о—о—о 

i I 
Of О / 
о/ г 

1 1 1 1 1 1 1 1 
о-о—о—о—о—о—о—о 

о/ 
а 

1 1 1 г z 1 1 г г г 
о—о—о=о—о о--о=о—о—о 

е ж 
9 1 

° х> 
о - о - о - о | 
о2 з о/ 

<i> 
5411 



С л е д с т в и е . Спектр неприводимой гамильтоновой системы с п^2 
степенями свободы, интегрируемой по Биркгофу, содержит самое боль­
шее п + 3 различных векторов. 

Оценка card ЗЭТ /̂г + З неулучшаема. Это показывает пример системы 
с функцией Гамильтона (5). 

Для доказательства теоремы 2 нам понадобится 
ЛЕММА 1. Пусть векторы ах<=Ш попарно линейно независимы и 

2?,xkak=0 при некоторых вещественных хх¥=0. Если а — вектор из 8Й, 
линейно независимый с каждым вектором ак, то <а, ая>=0. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Равенство 2 хка*.=0> хкФ0, можно переписать 
в следующем виде: 

2 #ц% = 2 ^v, % > 0, zv>0. 

Положим 6 = 2 У Л и вычислим 
(b,b) = 21y[Xzv(ali, av>-

Так как векторы а% попарно линейно независимы, то, по теореме 1, 
<&, by^.0. Следовательно, 6=0. Так как 

0 = (а, 6) = 2 # и <в, %>• % > 0, 

и (а, а д >^0 (теорема 1) то, очевидно, (a, ail)=0. Аналогично, (a, a v ) = 0 , 
что и требовалось доказать. 

П р е д л о ж е н и е 3. Множество Ш содержит не более п-\-1 попарно 
линейно независимых векторов, причем любые п из них линейно неза­
висимы. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Эй имеет я + 1 попарно независимых 
векторов аи . . . , an+i. Так как dim W*=n, то 

Обозначим через 9Й' множество векторов из Ш, зависимых с теми аи . . . 
. . . , an+ii для которых хгФ0. Согласно лемме 1, множества WV и ЗЯ\ШГ 
взаимно ортогональны. Так как по предположению система неприводи-
ма, то 2Я=9Й' и все х{¥=0. В частности, каждые п векторов из совокупно­
сти # ! , . . . , an+1 линейно независимы. Предложение доказано. 

Для систем д+1 векторов в я-мерном евклидовом пространстве, 
у которых каждая собственная подсистема линейно независима и кото­
рые удовлетворяют условию (7), имеется полная классификация ([15], 
см. также [10]). Такие системы являются системами простых корней 
градуированных алгебр Каца —Муди. Полные диаграммы Дынкина 
а) —л) , перечисленные в теореме 2, получены из известных диаграмм 
систем корней алгебр Каца — Муди с учетом возможности существова­
ния в спектре интегрируемой системы одинаково направленных векторов. 
Мы опускаем относящиеся сюда простые рассуждения. Пусть теперь 2Й 
содержит п линейно независимых максимальных векторов, удовлетво­
ряющих условию (7). Оказывается, такая система не является полной 
в смысле нашего определения: к этим п векторам можно добавить еще 
один вектор так, чтобы условие (7) сохранилось и чтобы любая подси­
стема из п векторов была линейно независима. Это вытекает, например, 
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из того факта, что диаграмма Дынкина системы простых корней полу­
чается из диаграммы системы корней некоторой алгебры Каца — Муди 
отбрасыванием одной вершины [13—15]. 

Рассмотрим теперь вопрос об интегрируемости по Биркгофу гамиль-
тоновых систем, перечисленных в теореме 2. В случаях а) —ж) полная 
интегрируемость установлена в работах [6, 16]. Гамильтониан системы 
со схемой Дынкина и) можно всегда привести к виду (5). Эта система 
проинтегрирована в работе [9]. 

Графу к) отвечает гамильтонова система с двумя степенями свободы 
и функцией Гамильтона 

Н = -J (у\ + у\) + vxex + v2e2 + v3e3 + а4е4, 

ег = exp хъ e2 = exp x2, e3 = exp (— хг — x2), e4 = exp (— Xl + *2 J. 

При всех значениях коэффициентов vu . . . , vk она имеет дополнитель­
ный интеграл четвертой степени по импульсам: 

F = ylyl + 2v2y\e2 + 2v3y1y2e3 + 2v4ty1y2e± + 2v1y\e1 + 
+ 2v2v3e2e3 + 2v1v3e1e3 + \v{o2exe2 + v\e\ + 2v3v^e3e4 + v\e\. 

Это — новая интегрируемая цепочка. Если vs = 0 или у4 = 0, то получаем 
интегрируемые цепочки из работ [6, 16]. Ясно, что старшие однородные 
формы функций Я и F независимы. 

Функция Гамильтона со схемой Дынкина з) в подходящих канониче­
ских переменных имеет следующий вид: 

Н = — 2 Л + 2 ехР (х* — *«+i) + exP (— xi — **) + 

+ ап ехр хп + Рл ехр (2хп); осп, pn e R, п ^ 4 . (8) 
Если ап = 0 или рп = 0, то полная интегрируемость этой системы установ­
лена в работах [6, 16]: когда рп = 0, то это — система типа Вп (по класси­
фикации [6]), а когда ап = 0, то получаем систему типа &i(1) (по класси­
фикации [10]). Невыясненным остался вопрос об интегрируемости урав­
нений Гамильтона с гамильтонианом (8) в общем случае, когда ап=£0 и 
$пф0. Ответ на него, по-видимому, положительный. 

Вопрос об интегрируемости гамильтоновой системы с графом л) ока­
зался более сложным. В работах [6, 16] проинтегрированы гамильтоновы 
системы с двумя степенями свободы, ориентированный граф Кокстера 
которых имеет следующий вид: 

/ / з з z ; о " <'» о с; , •» 
Они получаются из графа л) отбрасыванием двух вершин. Мы исследо­
вали задачу об интегрируемости по Биркгофу системы с гамильтониа­
ном 

Н = jQfi+ У1) + fiexp*! + v2exp (—\*i — ^ Г ^ ) + 

+ vs exp (^- x2\ + y4 exp (V3x2), (9) 

Ее граф Кокстера получается из графа л) отбрасыванием одной верши-
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ны. Этот случай отличается от общего тем, что все линейно независимые 
векторы из Эй удовлетворяют условию (7). Оказалось, что если все ко­
эффициенты v{ отличны от нуля, то уравнения Гамильтона с гамильто­
нианом (9) не имеют дополнительного интеграла, степень которого не 
превосходит шести. Число шесть выбрано не случайно: это — ранг груп­
пы Кокстера, порожденной отражениями относительно векторов из спек­
тра Ш. Отметим, что в остальных интегрируемых системах с двумя степе­
нями свободы степень дополнительного полиномиального интеграла рав­
на как раз рангу соответствующей группы Кокстера. По-видимому, си­
стема с гамильтонианом (9) (и тем более система с графом л)) неинте-
грируема по Биркгофу. 

§ 2. Необходимые условия интегрируемости 

Пусть еи . . . , еп и еД . . . , еп*—сопряженные базисы в W и W*. Вве­
дем отношение порядка в W\ которое обозначим символом <(. Пусть о = 
= 2 а ^ * и б = 2бг£г*. Мы скажем, что а<(б, если для наименьшего индек­
са k такого, что окф8к выполнено неравенство Gk<6k. Ясно, что <( явля­
ется обычным отношением лексикографического порядка в W* в базисе 
£Г, . . . , еп*. Это отношение естественным образом индуцирует отношение 
порядка в W. Мы будем говорить, что о=^6, если о<(6 или а = б . 

Доказательство теоремы 1 основно на применении следующего утвер­
ждения, представляющего самостоятельний интерес. 

ТЕОРЕМА 3. Пусть а — максимальный элемент в Ш относительно от­
ношения порядка -<. Предположим, что найдется вектор f^SK, удовлет­
воряющий условиям 

(1) р)>0 и $ линейно независим с а, 
(2) из равенства sa+'{J = Ti + : . . . + TS+1, где т^йЯ, вытекает, что %k=$ 

и Ti = a (j¥=k), 
(3) m<a, а> + 2<а, $}Ф0 при всех целых пг^О. 
Тогда гамильтонова система (2) неинтегрируема по Биркгофу. 
Сделаем некоторые замечания. 
1) Для выполнения условия (2) достаточно потребовать, чтобы j3 

был максимальным линейно независимым с а векотором из 9Й. 
2) Теорема 3 справедлива и в том случае, когда метрика <,> псевдо­

евклидова. 
Теорема 3 будет доказана в § 3. А сейчас мы выведем из нее теоре­

му 1. 
На векторном пространстве W* можно ввести естественную аффин­

ную структуру и поэтому можно рассматривать Ш как конечный набор 
точек аффинного пространства. Через <?Г(9Й) обозначим выпуклую обо­
лочку множества Ш. Ясно, что <о(Щ) —выпуклый многогранник в /г-мер-
ном аффином пространстве. Необходимые сведения из теории выпуклых 
тел можно найти, например, в [17]. 

ЛЕММА 2. Пусть а и р — две соседние {соединенные ребром) верши­
ны многогранника <о{Ш), линейно независимые как векторы из W*. Если 
гамильтонова система интегрируема, то при некотором целом т ^ О вы­
полнено равенство m<a, a> + 2<a, (3> = 0. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть *у — отрезок, соединяющий точки а и [5. 
Ясно, что Y — ребро выпуклого многогранника <о(Ж). Так как а и р, как 
векторы W\ линейно независимы и <о{Ш) —выпуклый многогранник, то 
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существует гиперплоскость Г, не проходящая через точки O^W* и такая, 
что пересечение ГП (̂ЗЭТ) совпадает с ребром f. При этом имеются две 
возможности: гиперплоскость Г разделяет или не разделяет многогран­
ник &{Ш) и точки O G F . В первом случае выбираем следующий базис 
в W*: ei*=}a, е2— вектор, с началом в точке р и концом в точке а, 
£3*, • . • , еп* — векторы в гиперплоскости Г, линейно независимые с е2 . 
Во втором случае в качестве базиса выбираем набор векторов (—ef)9 
€2 } . . . , еп . 

Ясно, что в выбранном базисе вектор а является максимальным эле­
ментом множества Ш. Пусть а' — наибольший элемент в 3W\{a}. Очевид­
но, что а', как точка аффинного пространства, является ближайшей к а 
точкой из множества (9Й\{«})Г)Т- Утверждается, что угол между векто­
рами а и а! не меньше я/2. Действительно, в противном случае а и а! 
удовлетворяют условиям (1) — (3) теоремы 3 и, следовательно, рассмат­
риваемая гамильтонова система будет неинтегрируемой. Пусть $' — 
ближайшая к вершине (J точка из множества (ЗЙ\{р})Г)т. Аналогично до­
казывается, что угол между векторами р и $' не меньше л/2. Так как век­
торы а и р по предположению независимы, то угол между ними строго 
меньше я. Следовательно, точка о! на самом деле совпадает с вершиной 
Р, а точка £/ совпадает с вершиной а. Отсюда вытекает, что векторы ос и 
Р удовлетворяют условиям (1) и (2) теоремы (3). Если будет выполнено 
условие (3), то система окажется неинтегрируемой вопреки предположе­
нию. Лемма доказана. 

ЛЕММА 3. Пусть исходная гамильтонова система интегрируема по 
Биркгофу. Тогда 

1) все точки Ш лежат на лучах с началом в точке O^W* и проходя­
щих через вершины выпуклого многогранника ^Г(ЗИ), 

2) углы между этими лучами не меньше я/2. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть б — точка из Ш. Тогда найдется верши­

на о многогранника ^Г(2Я) такая, что угол между о и б острый. В против­
ном случае все вершины лежат в полупространстве П6 = { / / е^ : (у, б > ^ 
^ 0 } . Следовательно, «̂ (ЭРОсгПв и поэтому б^Г(ЭИ). Получаем проти­
воречие. Будем считать, что б не лежит на луче, задаваемом вектором о. 
Значит, угол между а и б не равен нулю. Можно считать также, что a 
имеет максимальную длину из всех векторов ЙЯ, сонаправленных с а. 

Пусть Г — гиперплоскость, проходящая через точку а (как точку аф­
финного пространства) ортогонально вектору о. Через П обозначим замк­
нутое полупространство с границей Г, не содержащее точки 0. Покажем, 
что &{Ш) имеет с П лишь одну общую точку о. Действительно, в против­
ном случае имеется еще одна такая точка хфо. Но тогда найдется точка 
\х — вершина & (Зй), соединенная с а ребром и лежащая в П. Докажем это 
утверждение от противного. Ясно, что ^(Ш) =Ml[jM2l где Mi — выпук­
лая оболочка вершин <§Г(ЗМ), кроме а, а М2 — выпуклая оболочка ребер, 
выходящих из о. 

Рассмотрим отрезок у, соединяющий о и т. Пусть указанной точки \i 
не существует. Тогда (уПМ2 = П|гШ2 = о, множество уПЛ^ замкнуто и не 
содержит а. Но это противоречит соотношению ^<^.(М^[_]М2). Итак, точка 
ц, действительно, существует. Угол между о и JLI острый и отличен от ну­
ля. Следовательно, согласно лемме 2, система неинтегрируема. 

Итак, #(ЗИ)ПП = {о}. Рассмотрим базис {е*} в Wx: ^* = o, а е2\ ... 
. . . , еп* — независимые векторы в П. Пусть <^ — соответствующее отно-
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шение лексикографического порядка. Очевидно, что о — максимальный 
элемент Ш и 6^>0. Пусть 6'— максимальный линейно независимый с а 
элемент множества Зй. Так как 6'J>=6, то <о, б />>0 и поэтому угол меж­
ду о и 6' также острый. Согласно замечанию 1 к теореме 3 система неин-
тегрируема. Лемма доказана. 

Теперь уже несложно доказать теорему 1. Согласно утверждению 
леммы 3, для любых двух линейно независимых векторов о и т из Ж име­
ем <о, т > ^ 0 . Пусть ос, р — линейно независимые векторы из Эй, причем 
вектор а является максимальным. Выберем в W* базис {^*}: ei*=«, e/ = 
= [}, векторы е3*, . . . , еп* ортогональны а и р. Пусть т = 2 т ^ * е ^ « Пока­
жем, что т 4 ^ 0 , если т и а линейно независимы. Действительно, 

(т, а) = хг (еи е{) + т2 (в*2, е*) < О, 
(т, р> = TX(^, el) + т2 ( 4 >̂ <0. 

Если Ti>0, то из первого неравенства получаем, что т2>0. Следова­
тельно, 

ti<*> el) + r2(ry el) < 0 . 

С другой стороны, последнее неравенство можно записать в следующем 
виде: 

tl(el, е\) + 2т1т2(е*, el) + т2
2(е1 el) < 0 . 

Это, однако, противоречит свойству положительной определенности мат­
рицы Грама ||<еД е/>||; *, / = 1, 2. 

Таким образом, отношение порядка < ,̂ соответствующее базису {е*}у 
таково, что а — наибольший элемент множества ЗМ и р^>0. Более того, 
если т^=р, то т сонаправлен с вектором а или вектором р. Из этих 
свойств векторов а и р вытекает справедливость условий (1) и (2) тео­
ремы 3. Таким образом, по теореме 3, если гамильтонова система инте­
грируема, то при некотором целом т ^ О 

т<а, а> + 2<а, £> = 0. (10) 

Пусть теперь р — максимальный по длине из векторов ЙЯ, имеющих 
с (J одинаковое направление. При некотором целом k^O получаем ана­
логичное соотношение 

*<М>+2<М>=о. 0 0 
Из (10) и (11) заключаем, что угол ф между векторами а и р равен од­
ному из следующих: 2я/3, Зя/4, 5я/6, причем если ф = 2л/3, то | а | = |[}|,. 
если ф = Зя/4, то или | а | =У2| £J|, или |р | =У'2|сс|, если, наконец, ф = 5л/6,, 
то или | ее | =УЗ | Р |, или | [ J |=y3 | a | (ср. со следствием 2 из теоремы 1). 

Рассмотрим теперь случай, когда имеется вектор р'еЕЭЭТ, сонаправлен-
ный с (1, причем |(J ' |<|(J | . При некотором целом / ^ 0 , по доказанному 
выше, должно выполняться соотношение 

/<а, а>+2<а, £ ' ) = 0 . (12) 

Пусть ф = 2я/3. Тогда из (12) получаем соотношение | ^ | = / | а | . Так 
как в этом случае | а | = |[}| > |[}'| и / ^ 1 , то приходим к противоречию. 
Итак, если ф = 2я/3, то $' на самом деле не существует. 

Пусть теперь ф = Зя/4. Тогда из (12) получаем равенство | ̂ г | = /1 ее | / 
/У2. Если |се| =У2| Р|, то \$'\ = ' | Р | . Так как / ^ 1 , то это равенство про-
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тиворечит исходному предположению |Р ' |< | [Ч- Если же | р | = У 2 | а | , то 
| Э |̂ = Î Р|/2. Так как |P ' |<lPl» то 1=1. Следовательно, когда ф = Зя/4, 

тор '=р/2 . 
Рассмотрим оставшийся случай, когда ф = 5я/6. Равенство (12) дает 

нам то, что | [Г |= / | а | /уЗ . Если | а | = у З | р | , то |Р ' | = / 1Р1- Ввиду нера­
венства / ^ 1 этот случай невозможен. Пусть теперь | Р | = У З | < Х | . Тогда 
[^I^/IPI/S. Так как | Р ' | < | Р | , то либо / = 1 , либо 1 = 2. Итак, если <р = 
= 5я/6, то $' может быть одним из двух векторов: р/3 или 2fJ/3. Теорема 1 
доказана полностью. 

§ 3. Теория возмущений 

Наряду с гамильтоновой системой (3) рассмотрим систему, содержа­
щую параметр е: 

• _ дн • _ ен _ -
dys dxs 

Н = Н0 + гН1; H0 = T, HX = V. (13) 

Как показано в работе [18], на системы такого вида можно перене­
сти классическую схему теории возмущений и связать результаты этой 
теории с задачей о существовании полного набора независимых интегра­
лов (ср. с [19, гл. V, IX]). Излагаемые в этом параграфе результаты 
анонсированы в работе [18]. 

Следуя идее классической теории возмущений, попытаемся найти 
формально-аналитическое по е каноническое преобразование х, у^иу v 
вида 

У-~^ и = 1Г-> S = S0(V9X) + BS1(V,X)+..., 
дх dv 

переводящее гамильтониан Н0 + гН1 в функцию K0(v) + eKi(v) + . . . , не 
зависящую от новых координат и. Положим S0=(v, х)\ тогда при е = 0 
будем иметь тождественное преобразование. Производящая функция S 
должна удовлетворять уравнению Гамильтона в частных производных 

Н0(- ~)+eHi (*> = К* И + e/Ci (°> + • 

Отсюда получаем бесконечную цепочку уравнения для последовательно­
го определения Su S 2 , . . . и Ки Кг,... : 

\ y ' ^ / + / / i ( x ) = K i ( y ) ' 

дх / 2 р м = т \ дх дх / 

(14) 

Исследуем разрешимость первого уравнения этой системы. Перепи­
шем формулу (1) для потенциала Hi в виде, более удобном для после­
дующих вычислений: 

# i = 2 ^ е х р( а » *)• 

Здесь суммирование идет по конечному множеству векторов а^Ш. Мы 
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считаем, что афО: постоянные слагаемые в этой формуле можно отне­
сти к функции Ki. Будем искать решение в виде суммы экспонент 

S 1 = %S?exp(a,x). 

Тогда, очевидно, 
S? = —Л7(и,а>. (15) 

Коэффициенты суммы S{ не определены на «резонансных» гиперплоско­
стях О, а> = 0, А Е 1 . Объединение всех таких плоскостей обозначим J5r 
и назовем вековым множеством первого порядка. 

Уравнение для S2 имеет тот же вид, что и уравнение для Si. Функция 
±/^L,^\ (16) 
2 \ дх дх / V 

есть конечная сумма экспонент, однако ее коэффициенты уже зависят от 
новых импульсов v. Будем искать S2 в виде суммы 

2 ^ е х р ( т , х ) . 

Слагаемые в (16), не зависящие от х, отнесем к функции К2. Из второго 
уравнения системы (14) с учетом соотношений (15) найдем, что 

sx = , 1 у <о, б> h°h6 

2 " 2 <у' т> 0 + t U «>> °> <v> 6> ' 
Вековым множеством 2-го порядка В2 назовем множество всех o e R n та­
ких, что <i>, т> = 0 (хфО) и <У, T > S 2

T ^ 0 . 
Уравнения для S3, S4, . . . решаются последовательно по той же схеме. 

Положим 

Коэффициенты в этой сумме находятся по следующей рекуррентной 
формуле: 

Sxm = -—1-— S (o,6)SrpS*. (18) 
2 < У ' Т > p-W7=m 

Эта формула — следствие системы (14) и (17). 
Введем вековое множество m-го порядка Вт. Оно состоит из всех 

f e R n таких, что 
(1) {v, т>=0, т ^ О , 

(2) (и, T > S ^ ( U ) # 0 . 
Положим 

оо 

В - U Л 

и назовем это множество вековым множеством гамильтоновой системы 
(13). Вековое множество определено в R n = {v}. Отождествляя декартовы 
пространства Rn={i>} и R n = {*/}, получаем множество точек в пространст­
ве {у}. Это множество в дальнейшем также будет обозначаться через В. 

Целесообразность введения и изучения векового множества ясна из 
следующего утверждения. 

П р е д л о ж е н и е 4. Предположим, что гамильтонова система (3) 
имеет п полиномиальных по импульсам интегралов с коэффициентами 
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вида (6). Тогда их старшие однородные формы не зависят от координат 
х и являются зависимыми функциями во всех точках множества В. 

Строение векового множества описывает 
ЛЕММА 4 (основная). Предположим, что выполнены все условия 

теоремы 3. Тогда вековое множество Bh содержит гиперплоскость <&а + 
+ р, у) = 0. В частности, вековое множество В состоит из бесконечного 
числа различных гиперплоскостей и его замыкание содержит гиперплос­
кость {у, а> = 0. 

Так как старшие однородные формы полиномиальных интегралов яв­
ляются аналитическими функциями в Rn={y} (предложение 4), то из 
предложения 4 и основной леммы вытекает теорема 3. Действительно, 
якобиан старших однородных форм есть аналитическая функция в Rn = 
= {у}, обращающаяся в нуль на бесконечном множестве гиперплоско­
стей, проходящих через начало координат. Следовательно, якобиан тож« 
дественно равен нулю, и поэтому старшие однородные формы п полино­
миальных интегралов всюду зависимы. Основная лемма будет доказана 
в § 4. А сейчас мы докажем предложение 4. 

В гамильтоновой системе (3) сделаем подстановку 

х *-+х, y^-y/Yz, t^Y&t. (19) 

После такой подстановки система (3) перейдет в систему (13), а поли­
номиальный интеграл (с точностью до несущественного постоянного 
множителя) станет равным f + УеФ, где F и Ф — аналитические по г 
функции. Ясно, что F и Ф — интегралы системы (13), причем один из сво­
бодных членов F0 = F\e==0 или ф0 = ф| е = 0 совпадает со старшей однород­
ной формой исходного полиномиального интеграла. 

Мы докажем усиленный вариант предложения 4 для гамильтоновой 
системы (13), обладающей п формально-аналитическими по е интегра­
лами 

FM = Fi
0
,) + sF?+ ..., . . . , Fw = Fln) + EF[n)+ ... 

Коэффициенты этих степенных рядов — функции /Vj) — являются конеч­
ными суммами экспонент 

2/*(y)exp(ftf*)f (20) 

причем функции fb аналитичны в Rn={r/}. Такой вид имеют, в частности, 
интегралы гамильтоновых уравнений (13), получающиеся из полиноми­
альных интегралов системы (3) с помощью подстановки (19). В даль­
нейшем многократно будет использован следующий очевидный факт: две 
функции вида (20) совпадают при всех значениях х, у тогда и только 
тогда, когда совпадают все коэффициенты /ь. 

Покажем, что функции F0
(i\ . . . , F0

in) не зависят от х. Действительно, 
пусть 

оо 

s=o 

— формальный интеграл системы (13). Ясно, что F0 —интеграл «невоя-
мущенной» системы с гамильтонианом Н0. Пусть F0 имеет вид конечной 
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суммы (20). Дифференцируя функцию F0 вдоль решений невозмущенноя 
задачи, приходим к равенству 

2 ^ ) < ь . » > ^ (*.*) = * 
Так как (по предположению теоремы 3) квадратичная форма # 0 не­

вырождена, то 

при ЬФО. Поэтому /ЬЕ==0 для ненулевых векторов Ъ. Следовательно, F 0 = 
— ГЧ*/)» ЧТО И требовалось показать. 

Символом {,} обозначим стандартную скобку Пуассона, заданную ка­
ноническими координатами хи ..., хп, уи ..., уп. 

ЛЕММА 5. Пусть 
F = F0 + EF1+ . . . , G=G0+eGl+ ... 

— два формальных интеграла уравнений (13) с коэффициентами вида 
(20). Тогда формальный ряд 

{ ^ G } = 2 f 2 {fik.Gm}W (21) 

равен нулю. 
С л е д с т в и е . Полиномиальные интегралы гамильтоновой системы 

(3) находятся в инволюции. 
Мы уже доказали, что функции F0 и G0 не зависят от х. Следователь­

но, {F0t G0} = 0, и поэтому свободный коэффициент формального ряда (21) 
равен нулю. Выполним каноническую замену переменных х, у*-+и, v вида 

y = v + z?f-, u = x + edf_; S' = S±+ ... +e*-iSm> (22) 
дх dv 

где Su . . . , Sm — решения первых m уравнений системы (14). В новых 
переменных функция Гамильтона станет равной 

К0 (V) + гКх (V) + . . . + г™Кт (v) + гт+1Кт+1 (и, v) + . . . , 

причем K0(v)=H0(v) и все функции К8, s^l, являются конечными сум­
мами экспонент по переменным и, коэффициенты которых аналитичны к 
Rn\(J51(J . . . \jBm). Пусть 2 F8(x, у)г8 — формальный интеграл гамиль­
тоновой системы (13) с коэффициентами вида (20). В новых переменных 
ut v интеграл будет иметь тот же вид ^F8'(u, v)es, причем функции F / 
также будут суммами экспонент по координатам и, аналитичными по v 
в области Rn \(Bi |J . . . \jBm). Так как при 8 = 0 замена (22) является 
тождественной, то функция F0' не будет зависеть от и (по доказанному 
выше). Ряд 2 ^«V — формальный интеграл гамильтоновой системы с 
функцией Гамильтона 2 К8г8. Поэтому 

s \m+l=s I 

Приравнивая нулю первые т коэффициентов этого ряда, получим серию 
равенств: 

{F'o, К±) + {F[, Ко) = 0, . . . , {F'm9 К0}+ ...+ {F'0i Km} = 0. 
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Так как функции Ко, . . . , Кт зависят лишь от v, a F/, . . . , Fm
f— суммы экс­

понент по и, то из этих равенств получаем, что функции F/, . . . , Fm' так­
же не зависят от и. Если теперь G = ̂ Gses — другой формальный инте­
грал уравнений (13), то в новых переменных и, v первые т коэффициен­
тов этого ряда 2 G/г8 также не зависят от и. Но тогда, очевидно, первые 
т коэффициентов формального ряда (21) обращаются в нуль. Лемма Б 
доказана. 

Докажем теперь, что функции FQ
{i\ . . . , F0

{n) зависимы в точках мно­
жества В. Пусть точка у0 принадлежит В. Предположим, что якобиан 

д //7(1) pi")) 

д (Уъ • • • , Уп) 

в точке у0. Рассмотрим систему уравнений в частных производных 
/ ?° s ,(if)+ejF<i l )("i"'х)+ ••• = / г ? , < 0 ) + J / * » 8 * - ! < s < r t ' <24> 
где функции fh

(s) являются пока неизвестными аналитическими функция­
ми. При 8 = 0 уравнения будут выполнены, если положить S=(v, х). 
Так как согласно (23) в точке v = y° якобиан функций F0

{i)(v), . . . 
. . . , F0

in)(v) отличен от нуля, то при заданных fh
{s), k^l, уравнения 

Fis) (У) + BF<S) (у, х) + . . . = FT (v) + е/<5) (v) + . . . 

имеют единственное решение в виде формального ряда 

причем коэффициенты gk — конечные суммы вещественных экспонент по 
координатам х, аналитические по v в малой окрестности точки у0. Утвер­
ждается, что дифференциальная форма 

п 

ydx^ ^ytdxc (25) 

точна, т. е. является дифференциалом по х некоторого формального ряда 
2*Sm(x, v)sm. Этот ряд, очевидно, представляет собой решение системы 
(24). Для доказательства точности формы (25) заметим прежде всего, 
что функции 

Gt = yi — vt — 2 gtk (v, x)ek, i=l, ... , п, 

при фиксированных значениях v находятся в инволюции. Этот факт — 
простое следствие инволютивности интегралов ^F^E* (l^s^n) (лем­
ма 5). Далее, 

k>1 v dxt dxj 

Отсюда следует, что форма ydx замкнута и поэтому точна в R 2 n={^, v}. 
Подходящим выбором функций fus)(v) можно добиться того, чтобы 

в разложениях gk(v, x) в суммы экспонент отсутствовали слагаемые, не 
зависящие от х. Действительно, уравнение для gt имеет следующий вид: 

J(v)gl = f-Fu (26) 
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где / — матрица Якоби функций F0
{i\ . . . , F0

(n); ft — вектор с компонен­
тами fi{i\ . . . , /Vn), a Fi — вектор с компонентами F^\ • • • , Л (п ) . Пола­
гаем ft равным слагаемому в Fu не зависящему от х. Уравнения для gk 
при k^l имеют вид (26), причем в правую часть входят функции gm и 
fm (m<&), которые уже известны. 

Из равенства 

%gk(v,x)*k=-?-'Zsk{v9x)Ek 

можно найти функции Sk(v, x) в виде суммы экспонент, у которых также 
отсутствуют слагаемые, не зависящие от х. Пусть S обозначает формаль­
ный ряд 

Разложим выражение 

«• ( •5 - )+•"><*> 

в ряд по степеням е; пусть это будет 7(0 + eKi+ . • . Покажем, что функ­
ции /Со, Ки • • • н е зависят от х. Для этого выполним формальное канони­
ческое преобразование х, у^и, v с производящей функцией S. В новых 
переменных гамильтониан имеет следующий вид: 

Н0 (У) + гНг (х) \UtV = Ко (и, v) + гК[ {u,v)+ ... 

Координаты vu . . . , vn являются первыми интегралами системы с фор­
мальным гамильтонианом^ Ks'z8'. 

k,2^Bs]^SK^s}es^o. 
^ s J s 

Следовательно, {vu / ( /}=() при всех i, s, и поэтому функции К/ не зави­
сят от ии . . . , ип. Отсюда получаем, что функции Ks = К/\и,х зависят 
только от переменных viy . . . , vn. 

Таким образом, функции Sm, m ^ l , удовлетворяют системе уравне­
ний (14), причем Sm — конечные суммы экспонент с аналитическими в ок­
рестности точки у°^В коэффициентами. Однако это противоречит опре­
делению векового множества В. Предложение 4 доказано. 

§ 4. Структура векового множества 

В этом параграфе доказывается основная лемма из § 3. Пусть << — 
отношение лексикографического порядка, фигурирующее в теореме 3. 

ЛЕММА 6. Функции Sr
x = 0 для всех т>га . 

Доказательство проводится индукцией по г. Для г=\ справедли­
вость леммы вытекает из формулы (15) и определения вектора а как 
наибольшего элемента ЗЭТ. Предположим, что лемма справедлива для 
всех г^т. Функция Sj+1 вычисляется по формуле (18). Пусть т)> 
Х г + 1 ) а . Покажем, что в любом слагаемом в правой части (18) должен 
присутствовать сомножитель Sw

x при т)>^а, ш ^ г , который равен нулю 
по предположению индукции. Действительно если о=^ра и 8=^qa, то 
о + б=^ (р + Я)ос= (г + 1)а<д. Но это противоречит условию суммирова­
ния о + б==т. Лемма доказана. 
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ЛЕММА 7. 

ST=- < a > a > 2 pqSFS?. (27) 
2т <v, а>п+0=т 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Выведем (27) из (18), положив х = та. Будем 
рассматривать лишь ненулевые слагаемые, стоящие справа. Согласно лем­
ме 6, справедливы соотношения: о=^ра, d=^qa, o + 6 = ma= (p-hq)a. От­
куда о = ра и 6 = да, что и требовалось доказать. 

ЛЕММА 8. 

где 

ST = Rm(- <^>)m-1
 {s?)m, (28) 

1 <и, а> / 

/ ? x = l . ^ = 2 ^ ~ - (29) 

Д о к а з а т е л ь с т в о проводится индукцией по т. При т= 1 форму­
ла (28) является тривиальным тождеством. Пусть при т^г лемма 3 
справедлива. Тогда 

<а, а> 2 PlRpRg 

2 (г + 1) <а, а> \ <и, а> ) 
о(г+1)а p-H7=r+i 
О г + 1 — 

Лемма доказана. 
ЛЕММА 9. 

s™*=-~, 1-ГГ 2 < № ^ + р ) 5 Г 5 ^ . (30) 
Р>0,<7>0 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из (18) несложно вывести (например, по ин­
дукции), что если Sft

T=7̂ =0, то T = T I + . . . +xfe, т^Зй, / = 1, . . . , k. Положим 
в (18) T = m a + p . Тогда для ненулевых слагаемых в сумме (18) имеем 
о=т 1 :+ . . . +тР , б = т / + . . . + т / , где Tif т/еЗИ; / = 1 , . . . , р; й = 1 , . . . , q. 
Кроме того, о + 6 = гаос+р. Таким образом, в силу условия 2) теоремы 3 
получаем a = p a , b=(q—l)a + p или о = ( р — l ) a + p, 8 = qa. Для завер­
шения доказательства осталось воспользоваться симметрией формулы 
(18) по о и б. Лемма доказана. 

Преобразуем формулу (30): 

(v,ma + fi)&= S -<a'qatl> PS?<?'V* + V)S%?. (31) 
P>0,<7>0 

Введем следующие обозначения: 

xm = mSZ\ ^ + i = < o , m a + p>SSI?i+p, /, = - <°» ** + P> . 

Тогда (31) можно записать в следующем виде: 

УтЛ-х — 2л 1цХрУя+1' 

Л Е М М А ю. 

p+q=m 
p>0,q>0 

ш/п* Ут+г^ШтХхУц (32) 
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где 
<а, а> 

p+q=m 
p>0,q>0 

Доказательство проводится индукцией по т с применением формулы 
(28). 

Положим pRp = rp. Из формулы (29) получаем 

r 1 = l , r m = S - ^ - - (33) 
p+q=m 

р>0,<7>0 

С учетом нового обозначения 

^m = S rpfl^Wglg. (34) 
Р > 0 , ? > 0 

ЛЕММА 11. 1 —(1—2z) , / 2=2 /-„г». 
« = 1 

^ - (2т —3)!! . 1 
С л е д с т в и е . гт = — — при т > 1. 
Д о к а з а т е л ь с т в о л е м м ы 11. Из (33) следует, что степенной 

ряд 
оо 

f(z)= %гпг» 

удовлетворяет уравнению /2—2f-\-2z=0. Так как / ( 0 ) = 0 , то f(z) = 
= 1 — (1—2z)l'\ что и требовалось доказать. 

ЛЕММА 12. Прит^Х 

*>* = 2 2 /WV/* . . . r^jjT^HjA . . . //V (35) 
/г o = / 0 < / i < . . . < / & < m 

Формула (35) просто выводится из (34) индукцией по т. 
Приступим к анализу векового множества. Так как векторы а и р по 

предположению линейно независимы, то гиперплоскости (и, а} = 0 и 
Ym—{v\ {v, та+{*> = ()} не совпадают. Согласно лемме 6 функции Sr° 
аналитичны почти всюду на Ггп при г < т + 1 . Для того чтобы выяснить, 
принадлежит ли гиперплоскость Гш вековому множеству Bm+i, необхо­
димо исследовать неравенство у™+1=т̂ 0. Воспользуемся формулой (32). 
В этой формуле x1 = S1

a, yi = (v, $)S^. Коэффициенты S^ и Sf отличны 
от нуля согласно формуле (15) и определению векторов а и р. Если 
(v, J3> = 0 на гиперплоскости Гт, то векторы а и р должны быть колли-
неарными. Это, однако, не так. Следовательно, х^О и у^О. Поэтому 
Ут+1ф0 тогда и только тогда, когда штфО. 

Рассмотрим два случая: (а, а ) = 0 и (а, а)фО. В первом случае h = 
= 0 и (по лемме 8) wm=l0li.. ,lm-i- Так как (согласно предположению 
теоремы 3) (а, $)Ф0, то все 18ф0 и, следовательно, ттФ0. Во втором 
случае введем число Х = (а, [5}/(а, а) . В точках гиперплоскости Г т вы­
полнено равенство (и, р> = —m{v, а) и поэтомуlq = — ^ - h . Так как в 

q — т 
рассматриваемом случае кфО, то из формулы (35) следует, что wm—0 
тогда и только тогда, когда X является корнем многочлена 

*«<*) = 2 2 г1Ио...ГтЧк (*+ '°>- (*+/*> , (36) 
к o=f0<h<...<jk<m , wo — т) . . . (jk — m) 
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ЛЕММА 13. 

'-W--^F*(*+7)-"(*>=?i)- (37> 

Для доказательства леммы 13 рассмотрим новые многочлены 

CW-'"M 
— X \х=п-у 

ЛЕММА 14. Справедливо рекуррентное соотношение 

, Qo = - - £ - • (38) 

m Qm = S rp(q — y) QQ- (39) 
p>0,q^0 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В формуле (36) сделаем замену: /?г—/z = 
= /ft-z+i. Тогда 
Р / \ _ * _i_ V V х xJrm—'lk 
rm \x) — rm -f- 2л ZJ rт~1кгlk-lk-\ • • • rii " ' ; • • • 

m k o<it<...<ik<m ~~m ~~lk 
x-\-m — i1 

Выделив отдельно суммирование по ihJ получаем 
m—l 

Pm{x) = - J - ^ PitWr^, P 0 = l . 
ik=0 

Это соотношение можно переписать в следующем виде: 
р tn-l р 

т—^-= у (k — m — x)— -rm-k. 
х f-* x + т — k 

Полагая х+т—у и Рп==(п—y)Qn, приходим к равенству 

1 
mQm (У) = 2 Vm~k (k -^ У"> ®k (#)• ^o = 

которое эквивалентно (39). 
ЛЕММА 15. Справедливо тождество 

| < ^ — 1 ( • + <•-»»*)''• (40) 

оо 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Положим g(z) = ^ Qnzn. Соотношение (39) 
п—о 

приводит к следующему дифференциальному уравнению для функции g: 

Здесь / — функция из леммы 11. Решая это линейное дифференциальное 
уравнение с начальным условием g(0) =—1/z/, получим 

что и требовалось доказать. 
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Функция (40) аналитична при малых z. Найдем ее ряд Маклорена. 
Положим g(z)=F(q)-i(z)), где 

VI \ 1 / 1 + 2 \ 2 ^ 1— Z2 

У \ 2 J 2 

Так как q / ( l ) ^ 0 , то можно воспользоваться теоремой Бюрмана [20]: 

g(z) = g(0)+ S ^ T - T ^ 
*-* m} dz 

m = l 

[F'(z){W(z)}m], (41) 

z { 2 
где Ф (z) = = . Из формул (40) и (41) легко получаем 

Ф (*) 1 + * 
. п /2т — 1 \{2т — 2 \ / т + 1 

/я! Qm = — 4М — у . . . — ^ У 

Возвращаясь к старой переменной лс и используя соотношение (38), при­
ходим к формуле (37) для многочлена Рт. Лемма 13 доказана. 

Продолжим анализ векового множества. Лемма 13 дает нам, что 
функция wm^0 на гиперплоскости Гт тогда и только тогда, когда Я = 
= (а, р)/(а, а ) совпадает с одним из следующих чисел: 0, —1/2, — 1 , . . . 
. . . , —(т—1)/2. Однако, согласно предположению теоремы 3, Хф—т/2 
при всех целых га^О. Следовательно, гиперплоскость Гт = 
= {v: (v, т а + р ) = 0} принадлежит вековому множеству Bm+iczB. При 
т-^оо гиперплоскости Г т накапливаются, очевидно, у предельной плос­
кости (v, a) = 0. Доказательство основной леммы завершено. 
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