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ЧИСЛА КОВАЛЕВСКОЙ ОБОБЩЕННЫХ ЦЕПОЧЕК ТОДЫ 

В. В. Козлов, Д. В. Трещев 

1. Числа Ковалевской. Рассмотрим сначала простой пример 
системы уравнений Гамильтона: 

дН . дН тт У2 , е / \ /л \ 
X=W У = -—] H=^ + fnn(x), (1) 

где /п + 1 (х) = — ахп+1 + Ъхп + . . . (а Ф 0) — многочлен с по-
стоянными коэффициентами, и обсудим вопрос о наличии у этой 
системы формально мероморфных решений: 

Y Y V Y 
х - а + - а+1 + . . . , ! # = --^- + -Р*1 + . . . (2) 

Здесь а и р — целые неотрицательные числа, причем а + Р ^> 1; 
коэффициенты Х_а , Х_а+1, . . ., У. р , . . . (Х_а # 0, Г_р =^ 0) 
могут принимать комплексные значения. Нас будет интересовать 
«полное» решение системы (1); в этом случае коэффициенты раз
ложения (2) должны содержать «модуль» — произвольный пара
метр. Второй свободный параметр возникает при замене времени t 
на t — tQ. Числом Ковалевской к системы (1) назовем количество 
различных однопараметрических семейств мероморфных решений 
вида (2). Оказывается, если п = — 1 ; 0; 1 или п > 4, то к = 0, 
если п = 2, то к = 1, и, наконец, при п = 3 число к равно 2. 

Действительно, подставляя ряды Лорана (2) в уравнения (1) 
и приравнивая коэффициенты при старших степенях lit, прихо
дим к линейным соотношениям р — а + 1, р + 1 = па. Если 
п = —1 или п = 0, то р < 0, а при п = 1 эта система несовместна. 
Далее, число а = 2/(п — 1) должно быть целым. Следовательно, 
п % 3. Итак, если п Ф 2 и п Ф 3, то гамильтонова система (1) 
вообще не имеет мероморфных решений. На самом деле при 
п <^ 1 все решения являются целыми функциями на С = {£}, 
а при п > 4 общее решение многозначно. Пусть п = 2. Тогда 
а = 2, Р = 3 и 

Х-2 = 6/а, Г_з = —12/л. 
Подставляя ряды (2) в левую и правую части уравнений Гамиль
тона и приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях t, 
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получим индуктивную цепочку алгебраических соотношений для 
последовательного нахождения пар коэффициентов Х\ и 1\_х . 
При к Ф 4 каждая из этих систем разрешается однозначно, а при 
X = 4 она вырождается в одно уравнение 4Х4 = Y3. Поэтому 
коэффициент Х4 (или Y3) можно считать произвольным параме
тром (модулем) и, следовательно, при п = 2 число Ковалевской 
равно 1. Если п = 3, то а = 1, (3 = 2 и 

Х-! = ± /Щ, r_2 = + VW-
При каждом из двух возможных выборов знаков уравнение (1) 
допускает однопараметрические семейства формально мероморф-
ных решений. Роль произвольного параметра играет в обоих слу
чаях, например, коэффициент Х3. Поскольку эти два семейства 
различны (так как различны коэффициенты при старших степенях 
lit), то здесь к = 2. 

Отметим, что при п = 2 и п = 3 общее решение системы (2) 
выражается через эллиптические функции времени. Причем 
в первом случае в параллелограмме периодов у функции х (t) 
имеется единственный полюс второго порядка, а во втором слу
ч а е — два полюса первого порядка, вычеты в которых отличаются 
знаками. Поэтому ввиду периодичности при п = 2 имеется лишь 
одно семейство мероморфных решений, а при п = 3 таких семейств 
ровно два. 

Эти наблюдения можно обобщить на случай произвольной сис
темы дифференциальных уравнений в Cn = {z} с полиномиальными 
правыми частями. Подставляя формальные ряды Лорана для пе
ременных Zj (1 <^ / ^ п) в уравнения и приравнивая коэффици
енты при одинаковых степенях t, найдем, во-первых, ограничения 
на полюсы разложений z, а во-вторых, получим бесконечную це
почку полиномиальных уравнений на коэффициенты рядов Ло
рана функций Zj, в каждое из которых будет входить лишь конеч
ное число неизвестных коэффициентов. Все эти соотношения 
в совокупности выделят в бесконечномерном пространстве коэф
фициентов формальных рядов Лорана некоторое алгебраическое 
множество. Ввиду автономности рассматриваемой системы урав
нений, его размерность не превосходит п — 1. Числом Ковалев
ской к полиномиальной системы дифференциальных уравнений 
назовем количество связных компонент этого алгебраического 
множества, каждое из которых имеет размерность п — 1. Числа 
Ковалевской — простейшие топологические инварианты анали-
литических систем дифференциальных уравнений. Можно рассма
тривать и более тонкие инварианты построенного выше алгебраи
ческого множества. Отметим, что некоторые его связные компонен
ты могут иметь коразмерность ^ 2 . Если к = 0, то общее решение 
исходной системы уравнений, очевидно, не может быть мероморф-
ным. На этом простом замечании основан метод Ковалевской, 
впервые примененный к уравнениям вращения тяжелого твердого 
тела с неподвижной точкой. Оказалось, что в этой задаче к Ф О 
лишь в интегрируемых случаях Эйлера, Лагранжа и Ковалев-
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ской [1]. Метод Ковалевской с успехом используется для отыска
ния новых интегрируемых задач классической механики и мате
матической физики (см., например, [2—5]). 

2. Обобщенные цепочки Тоды. Применим эти общие сообра
жения к гамильтоновым системам с гамильтонианами: 

# = 4 * JC _ у * + ^ E J -Vi exp ̂ х^ ^ 
Здесь Vi ЕЕ R, #1, . . ., &N — векторы из Rn, х = (хг, . . ., хп) — 
канонические координаты, сопряженные с у = {уг, . . ., уп), ( , ) — 
стандартное скалярное произведение в Rn . Системы такого вида 
часто встречаются в приложениях (см. [6, 7]). 

Систему с гамильтонианом (3) назовем обобщенной цепочкой 
Тоды, если выполнены следующие условия: 

i) векторы % , . . . , ап+1 таковы, что любая их подсистема из 
п векторов линейно независима и 2 ^ psas — О, где все ps ^> 0; 

ii) векторы ах, . . ., а^ группируются в семейства Fs (s — 1, . . . 
. . ., п + 1) такие, что каждый вектор а^ из Fs имеет одинаковое 
направление с as и \ а^ | < .̂ | as | ; 

Ш) vs Ф 0 для всех $ = 1 , . . . , г а + 1. 
Сюда относятся обычные замкнутые цепочки Тоды и их интегрируе
мые обобщения, найденные в работах [8, 3, 4]. 

Отметим, что во всех проинтегрированных случаях импульсы 
ух, . . ., уп и экспоненты ехр (аг, х), . . ., exp (aN, x) оказываются 
мероморфными функциями комплексифицированного времени t. 
В связи с этим замечанием возникает интересная задача об усло
виях существования у гамильтоновой системы 

х = Ну, у = — Н'х 

с функцией Гамильтона (3) к различных семейств формально ме
роморфных решений вида 

У = Ж=-М
 ьв**' е х Р ^ х) = Ж=-м, Л ^ ' 

(4) 
6 s E C n , ^ e C , 6 _ M ^ o , M > o , 

коэффициенты которых зависят от 2п — 1 «свободных» парамет
ров. Такая задача рассматривалась ранее в работе [2] для некото
рых типов цепочек на плоскости (п = 2 и к — 1), а также в работе 
[4] для произвольного п и к = п в предположении, что каждое 
из множеств Fs состоит из единственного вектора as. Оказалось, 
что если уравнения Гамильтона имеют достаточное количество 
различных семейств мероморфных решений, то они допускают п 
независимых и полиномиальных по импульсам интегралов и по
этому являются интегрируемыми по Лиувиллю. Обратное утверж
дение не имеет места. Действительно, при п = 1 каждая система 
интегрируема по Лиувиллю, однако, как будет показано в п. 3, 
предположение к > 1 налагает довольно жесткие ограничения на 
структуру множества векторов ах, . . ., ajy. 
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3. Основные результаты. 
ТЕОРЕМА 1. Неравенство к > к0 имеет место тогда и только 

.тогда, когда существует множество I С {1, 2, . . ., п + 1}, 
card / = k0, такое, что: 

(1) для любого индекса sErl множество Fs\{as} либо пусто, 
либо содержит единственный вектор as/2; 

(2) для любых S ЕЕ / и 1 ^ г <; N, aT t£ Fs выполняются со-
отношения 

l ^ j j L е ._ Z + , где Z+ = {0, 1 , 2 , . . . } . (5) 

С л е д с т в и е . А: ^^ лг + 1. 
Рассмотрим более подробно обобщенные цепочки Тоды с мак

симально возможным числом Ковалевской (к = п + 1). В этом 
случае условия (1) и (2) теоремы 1 принимают следующий вид: 

(1) для любого 1 <ls<l! п + 1 множество Fs\ {as} либо пусто, 
либо состоит из одного вектора aJ2; 

(2) для любых двух линейно независимых векторов as и аг, 1 <J 
<^ s <^ п + 1, выполняется соотношение (5). 
Эти два свойства позволяют классифицировать обобщенные цепочки 
Тоды с /с =/г + 1. Цепочку назовем полной, если к гамильтониану (3) 
нельзя добавить экспоненциальное слагаемое и ехр (Ь, х), и Ф О, 
Ъф aj (1 <; у <; N), не нарушая условий i) — Ш) из п. 2, а также 
условий (1), (2) теоремы 1. Ясно, что любая обобщенная цепочка, 
для которой к — п + 1, получается из некоторой полной цепочки, 
если отбросить часть векторов вида aJ2, 1 <^ s <^ п + 1. 

Пусть п = 1. Тогда, согласно теореме 1, набор векторов {#/} 
полной одномерной цепочки Тоды с максимальным числом Ко
валевской к = 2 совпадает с одним из трех множеств 

1) — 2[Л, —|х, \х, 2fi; 2) — jw, [А, 2^х; 3) — 2ц,, — р,, ц, 

где \х — некоторое положительное число. Случаи 2) и 3) можно 
не различать, так как после канонической замены х «-»- —х, у >->-
ы- —г/ соответствующие гамильтонианы переходят друг в друга. 

ТЕОРЕМА 2. Рассмотрим полную цепочку Тоды с числом Ко
валевской к — п + 1. 2?с/ш ?г > 2, /по схема Дынкина системы 
векторов аг, а2, . . ., а^ ЕЕ Rn изоморфна одной из схем на с. 21. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Система п + 1 векторов а1? . . . 
- . ., ап+1 удовлетворяет двум свойствам: 

(a) каждая собственная подсистема линейно независима, 
(b) для любой пары векторов as Ф аг выполняется соотношение (5). 
Все такие системы расклассифицированы [9]. Гамильтониан 

Н =— \ У* + У t usexp (as, x) 

отвечает «неполной» цепочке с максимальным числом Ковалевской. 
ч<Полные» диаграммы Дынкина а)—м) получены из диаграмм работы 
19] с учетом возможности добавления векторов вида aJ2. 
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В случаях а)— ж), а также и), л), м) уравнения Гамильтона 

допускают полный набор (в количестве п) полиномиальных интег
ралов в инволюции (см. [8, 4, 10]). Цепочки з) и к) являются новы
ми. Графу к) отвечает гамильтонова система с двумя степенями 
свободы и функцией Гамильтона 

Я - 1 
2 * (У\ + У2) + v±e± + v2e2 + v3e3 + i;4e4, 

ег = ехр хг, е2 = ехр х2, е3 = ехр (— хг — х2), 
( хЛ -\- х2 

Ч = ехр ^ l-j 
При всех значениях коэффициентов у1? . . ., у4 она имеет дополни
тельный интеграл четвертой степени по импульсам: 

у\у\ + 2v2y\e2 + 2v3y1y2e3 + 2и±у1у2е4с + 2v1y2
2e1 + 

+ v2u3e2e3 + 2v1v3e1e3 + kv^v2exe2 + v\e3 + 2v3v^e3e^ + v±er 

Если ^3 = 0 или г;4 = 0, то получаем неполные цепочки, интегри
руемость которых установлена в работах [8, 4]. 

В случае 3) уравнения Гамильтона также, по-видимому, ин
тегрируемы по Лиувиллю. Полная интегрируемость соответствую
щих неполных цепочек Тоды доказана в [8, 4]. 

В работе [11] рассмотрена задача о наличии у гамильтоновой 
системы (3) полного набора (в количестве п) независимых интегра
лов в виде полиномов по импульсам уг, . . ., г/п, коэффициенты 
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которых являются рядами вещественных экспонент 
2 Л О. ехр {Ъъ х), с ^ е R, 6Л (ЕЕ Rn-

Такой вид имеют первые интегралы во всех проинтегрированных 
цепочках Тоды. В [11] дана полная классификация цепочек Тоды, 
которые могут иметь полный набор полиномиальных интегралов. 
При этом не предполагалось, что система (3) удовлетворяет усло
виям i) — iii) из п. 2. Оказалось, что список связных диаграмм 
Дынкина систем с полиномиальными интегралами практически 
совпадает со списком диаграмм из теоремы 2: при п ]> 2 к диаграм
мам а)—к) надо добавить диаграмму 

OS 

Эта диаграмма является «пополнением» диаграмм л) и м). По всенг 
видимости, гамильтонова система с диаграммой (6) имеет допол
нительный полиномиальный интеграл лишь в частных случаях 
л) и м). Методом работы [11] это установить не удалось. Однако 
можно показать, что в общем случае система с диаграммой (6) 
не имеет полиномиального интеграла степени <Х. 

Если каждое из семейств векторов Fs (см. п. 2) состоит из един
ственного вектора as, то гамильтонова система (3) имеет полный 
набор независимых полиномиальных интегралов тогда и только 
тогда, когда ее число Ковалевской равно п + 1. Этот результат 
отмечен впервые в работе [12]. 

4. Доказательство теоремы 1. Проверим сначала необходимость 
условий теоремы. Пусть у (t), x (t) — решение вида (4). Запишем 
уравнения Гамильтона в явном виде: 

£ = У , У = — S z = 1 viatexp(ahx). (7) 

Из первого уравнения (7) находим 
х = Ъ-МР-м/(1 —М) + ... + Ь-iln t + V + b0t + ..., 

где V — постоянная интегрирования. 
Так как функции ехр (ah x) должны быть формально мероморф-

ными, то Ъ =0 при всех 7 < — 1. Коэффициент Ь_г отличен от нуля 
(иначе решение будет формально голоморфным). В силу равенства 

ехр (ah х) = t{ai' ь"]) ехр (ah Ъ' + b0t + ...) 
все величины (ah 6-j), I = 1, . . ., N, являются целыми числами. 
Второе уравнение (7) принимает вид 

- &_2Г2 + Ъх + 2b2t + . . . = 
= -l^awtW-J exV(ahb' + b0t + . . .). (8) 
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ЛЕММА 1. Пусть т = min (az, b-±). Тогда: 
i 

1) если (a/, Ь-г) = т, то / <^ и + 1; 
2) (as, Ь-г) ^> 0 при некотором s ^ п + 1; 
3) m = —2. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . 1) Если (а7-, &_х) = т при / ^> п + 

+ 1, то в силу условия И) существует вектор as, s <1 п + 1» такой, 
что as = wa7-, и ^> 1, следовательно, (<zs, fo^) < га. 

2) Пусть для всех 1 <^ / <^ п + 1 имеем (aLl b^) < 0. 
Умножим равенство 2 i Р А ~ 0 скалярно на Ъ-х. Получаем 

2 \ Pj (a;> ^-i) = ^ » ч т о противоречит положительности величинр7-. 
3) Так как Ъ-г Ф 0, то в силу равенства (8) величина т не больше 

—2. Пусть векторы о^, . . ., aj таковы, что (a7-s, b-i) = га, s = 
= 1, . . . ., u.; (ah b-x) > га, Z ^ {Д, . . ., j»}. В силу 1), 2) имеем 
7s ^ \ n + 1» JA < w + 1. Таким образом, можно считать, что /s = 
= s, s = 1, . . ., [х. Пусть га <C —2. Тогда из уравнения (8) полу
чаем 

SjLi а л exp №'•> aj) = °* 
Но в силу свойства i) это равенство может выполняться лишь 

в случае \i = п + 1, следовательно, т ^> —2. Итак, га = —2 
и лемма 1 доказана полностью. 

Пусть av . . ., ац, [х < га + 1, — векторы такие, что (а1? 
Ь_х) = = . . . = (ац, b_i) = —2; (аг, Ь^) > —2, Z > [x. Пусть множе
ство W = {q, . . ., cv} а {а^ . . ., aN} таково, что {сх, Ь-г) = 
= . . . = (cv, fc-j) = —1 и для всех a,- §£ W имеем (a7-, b-i) =7̂  — 1 . 

ЛЕММА 2. v < |х и Cj = aiu) /2, 7 = 1, . . ., v; I (/) < fx. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу (8) выполняется равенство 

0 = 2 j = = 1 ар) ехр (6', ^ ) - ( а^ bQ) + 2 j = = i
 СЛ' exp (Ь', с;), 

где Uj — коэффициенты при ехр (с7-, х) в (3). Так как любой вектор 
cs параллелен какому-нибудь вектору ah Z ЕЕ {1, . . ., и + 1}, 
то последнее равенство имеет вид Z s=i asws ~ и, гДе ^s — некото
рые коэффициенты. Все векторы из множества {ах, . . ., ап+1} 
в этой сумме не могут присутствовать с ненулевыми коэффициен
тами (в силу п. 2, леммы 1 хотя бы для одного из этих векторов его 
скалярное произведение с Ь-г положительно), следовательно, все 
величины ws равны нулю. Это может быть лишь в случае v <^ \i, 

cj = al{j)/2, ) =r 1, . . ., v; I (/) < fx, 

v] = _ 2vl{j) exp [(£>', az(j))/2]. (aZ(i), b0), (9) 

(aSi b0) = 0, если s < p, и 5 Ф I (q), q e {1, . . ., v}. 
Лемма 2 доказана. 
ЛЕММА 3. ц = 1. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Покажем, что в случае |х ^> 1 не 
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удастся «набрать» 2п — 1 произвольных постоянных в решении 
уравнений (7). 

В самом деле, вектор Ь-х фиксирован; в силу равенства 

Ь-г = E j U ajuj е х Р (Ъ\ а,:) (10). 

(см. (8)) на вектор Ь' наложено ц условий, значит Ъ' содержит не 
более п — jit свободных параметров. Равенства (9) дают ц, условий 
на компоненты вектора Ь0. Таким образом Ь0 также содержит не 
более п — ц. свободных параметров. 

Приравнивая коэффициенты при i\ j = 1, 2, . . ., в уравнении 
(8), получаем соотношения вида 

bj + Gbj/lJU + 1)] = <?л (И> 
где линейный оператор G имеет вид 

Gb = 2 lL i asvs • (as, b). exp (b', as), (12) 

а функции Qj не зависят от bs, s ^ j . 
Оператор (9 переводит пространство, ортогональное к линейной 

оболочке векторов ах, . . ., ад в нуль. Следовательно, уравнение 
det (E — XG) — 0 имеет не более и. действительных корней. Та
ким образом, из уравнений (11) можно извлечь не более [х свобод
ных параметров. (Подчеркнем, что мы пока не интересуемся раз
решимостью этих уравнений.) 

Итак, свободных параметров набирается не более п — LX + 
+ п — fx + (х = 2лг — LI, значит и, <; 1. Из равенства (10) сле
дует, что и. ^ 1. Лемма доказана. 

Мы показали, что для существования (2п — ^-параметриче
ского формально мероморфного решения уравнений (7) необходима 
выполнение условий: 

(a) (6_2, as) = —2 для некоторого s £ { l , , . ., и + 1 } , 
(b) (&_!, vt) e Z+ для всех а, §Е F e , 
(c) семейство F s кроме as может содержать лишь один век

тор aJ2. 
Из равенства (10) и условия (а) находим 
(as, as)-vs exp (b', a,) = —2, (13) 

fc_x = -2as/(as1 a8). (14) 

Таким образом, условие (Ь) представляется в виде 

7^T^~Z+ прп a/^Fe" 
v s ' s ' 

Итак, каждому (2м — 1)-параметрическому формально меро-
морфному решению уравнений (7) отвечает индекс s, удовлетво
ряющий условиям (1) и (2) теоремы 1. Необходимость условий 
(1) и (2) тем самым доказана. 

Теперь проверим достаточность этих условий. Для этого сопо
ставим каждому индексу s ЕЕ I (2п — 1)-параметрическое фор-
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мально мероморфное решение. Пусть Ь-х удовлетворяет равенству 
•(14), величины b', b0 стеснены соотношениями (9), (10), в которых 
положено / = Z (у) = JJL = 1. Необходимо доказать разреши
мость уравнений (11) и возможность извлечь из них один свобод
ный параметр. 

Пусть 5 = 1. Будем считать, что aJ2 ЕЕ {аг, . . ., aN} (в про
тивном случае коэффициент v\ перед ехр (%/2, х) в (3) положим 
равным нулю). Из соотношений (13), (12) получаем 

Gb = —2ах (а,!, Ь)!{а1у аг). 

Ранг оператора G равен единице, причем его ненулевое соб
ственное значение равно —2: GaY = —2ах. Таким образом, опе
раторы Е + G/lj (у + 1)] невырождены при j = 2, 3, . . . и урав
нения (11) имеют единственное решение при у Ф 1. 

Запишем уравнение (11) при у = 1 более подробно: 
Ьх — а± (av b1)/(av аг) = — a1v1 ехр (Ь\ ах) • (av b0)2/2 — 

- - ^ ^ e x p ^ a ^ . ^ ^ o J - ^ / ^ e x p ^ . b - i ) , (15) 

где fi — векторы из семейства {а1У . . ., ajy} такие, что (/z, ах) = 
= 0, а v[ — соответствующие коэффициенты в гамильтониане 
(3). В силу равенства (9) первые два слагаемых правой части урав
нения (15) взаимно уничтожаются. Следовательно, решением урав
нения (15) является вектор 

Ьх = — SUv"i е х Р (fh b-i) + %-av 

тде S — нужный нам свободный параметр. 
Теорема 1 доказана. 
Д о б а в л е н и е . Однозначные решения и полиномиальные 

интегралы. Оказывается, можно указать простые необходимые 
условия однозначности общего решения систем с экспоненциальным 
взаимодействием (частным случаем которых являются обобщен
ные цепочки Тоды из п. 1) и связать их с наличием дополнитель
ных полиномиальных интегралов. Итак, рассмотрим гамиль-
тонову систему с функцией Гамильтона 

Н = -*- У , у\ + У , с*ехр(агя), сгф0. 

Вводя избыточные координаты 
uj = ехр (ah x), uj = (aj4 г/), 1 < у < Лг, 

запишем дифференциальные уравнения Гамильтона 

xt = дН!дуь yt = —dHldXi, 1 < г* < /г, 

в виде системы с полиномиальными правыми частями: 

«г = ]?! М { ^ , г;4 = vpn Mi} = — Cj (ai7 a,); 1 < i, у < /V. 

(1) 
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Эти уравнения кроме интеграла энергии имеют ряд тривиальных 
/у 

интегралов. Действительно, пусть 2 i акак = 0, ак ЕЕ R. Тогда 
функции 

^ Й Ч и * . Ф = 1Г^Ч* (2) 
являются, очевидно, интегралами (1). Для действительных дви" 
жений F = О, Ф = 1. Уравнения вида (1) использовались ранее 
в работе [4]. 

Исследуем вопрос об условиях однозначности решений системы 
(1) в плоскости комплексного времегог. Для этой цели воспользу
емся методом Ляпунова, основанным на рассмотрении уравнений 
в вариациях [13]. Уравнения (1) имеют частные мероморфные ре
шения: 

щ = Ut/t, vt = Vtlt\ 1 < i < N; 
(3> 

U% = - 2MtJMkk; У1=0,1фк, V, = 2/Mw 
Запишем уравнения в вариациях для системы (1) в окрестности 
решений (3): 

(«и»)" = 2 ? Mi5bv , фи(у = Ufivt/t + Vfiut/t*. 

Их решения ищем в следующем виде: 

Для отыскания £г, r[i получаем линейную однородную систему 
уравнений со спектральным параметром р: 

С учетом формул (3) можно найти все корни соответствующего 
характеристического уравнения: р = 1 (кратности N — 1), р — 
= — 1 , р = 2, а также р = 2 — 2 (ah ak)/(aK, afc), i Ф к. 

Если общее решение системы (1) однозначно при комплексных 
зпачениях t, то все корни р должны быть целыми числами. Отсю
да следует, что для всех значений £, j 

2 (а., а.) 
, ' '/ EEZ. (4) 

Если векторы ах, . . ., ajv составляют корневую систему, то усло
вие (4) заведомо выполнено. Не исключено, что в этом случае 
общее решение (1), действительно, представляется однозначными 
(но не обязательно мероморфными) функциями t (ср. с теоре
мой 1 п. 3). 

Обсудим еще задачу о наличии у системы (1) дополнительных 
первых интегралов, являющихся полиномами по переменным и, v. 
Нетрудно показать, что каждый такой интеграл является конечной 
суммой квазиоднородных полиномиальных интегралов, степени 
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квазиоднородности которых по переменным и, v равны соответ
ственно 1 и 2. Итак, пусть F (и, v) — квазиоднородный интеграл 
системы (1) степени т. Используя результаты работы [14], можно 
показать, что если точка ut = Ut, vt = Vt, где Ut, Vt опреде
ляются из (3), не является критической точкой функции F, то 
число т совпадает с одним из указанных выше характеристиче
ских корней р. Следует отметить, что не все интегралы удовле
творяют этому условию. Исключение составляют тривиальные ин
тегралы Ф из серии (2). Если имеются к квазиоднородных интег
ралов одной и той же степени т, независимых в точке (и, v) — 
= (U, V), то корень р = т имеет кратность не меньше к (ср. с 
[14]). 

Предположим, что имеется «хороший» квазиоднородный интег
рал степени т ^ 2, независимый с интегралом энергии в точках 
вида ut = —2Mik/M^; vt = О, i ф k; vk = 2/Afftfe. Тогда для 
каждого значения i = 1, . . .., N найдется ] Ф i такое, что 

2(а.,а.) 

v У у 

причем все эти числа равны между совой. Пока неясно, является 
ли данное условие достаточным для существования «хорошего» 
квазиоднородного интеграла. Все интегралы степени т = 1 имеют 
вид (2). 

Условия существования к дополнительных «хороших» полино
миальных интегралов степени т > 2 интересно сравнить с усло
виями существования к «полномерных» семейств мероморфных ре
шений. Такое сравнение проще всего осуществить для обобщенных 
цепочек Тоды, у которых N = п + 1. С этой целью рассмотрим 
матрицу L размером (п + 1) X (п + 1) с элементами 

Lu = 2(аг,аД/(а,-, а-), 1ф], Ьн = 0. 

Если имеется к дополнительных к интегралу энергии независимых 
квазиоднородных интегралов степени т ^ 2, то в каждой строке 
матрицы L имеется по меньшей мере к целых неположительных 
чисел. Если же число Ковалевской такой системы не меньше к, то, 
согласно теореме 1, в матрице L имеются по крайней мере к строк, 
все элементы которых являются целыми неположительными числа
ми. Эти условия совпадают лишь при /с = п + 1. 

Московский государственный Поступило 
университет им. М. В. Ломоносова 05.04.89 
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